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1. Introduccion

Durante los tultimos 100 anos las matematicas se han diversificado y especializado tan-
to que parece casi inconcebible que dos ramas de las matematicas tan dispares como el
analisis matematico y el algebra puedan confluir a la hora de resolver ciertos problemas,
sin embargo con este trabajo se pretende hacer notar que, efectivamente, usandolas ade-
cuadamente nos podemos servir de ambas ramas para resolver problemas tales como la
irracionalidad de ciertos nimeros reales. Para ello emplearemos la teoria de aproximacion
de Padé, mas especificamente utilizaremos la teoria de aproximacién de Hermite-Padé, la
cual nos permitira aproximar simultaneamente varias funciones en torno a un punto t = ty;
de hecho, distinguiremos dos tipos: las aproximaciones de tipo I y tipo II.
Maés concretamente, utilizaremos la Aprozimacion diagonal que consiste en tomar tanto
el polinomio numerador como el denominador de la aproximacién del mismo grado. Aqui,
los polinomios ortogonales son los denominadores de las funciones racionales de los aprox-
imantes, de ahi que les dediquemos todo un capitulo a estudiarlos.
Mas concretamente, en el capitulo 2 daremos la nocién general de g-polinomio ortogonal
clasico enfatizando algunas de sus propiedades, entre ellas, la llamada formula de Ro-
drigues, que junto a la ecuacién en diferencias de segundo orden de tipo hipergeométrico
A Vy(s) Ay(s)
o(s) Az (s — 3) Va(s) * T(S)F(s) +y(s) =0, (1)
Af(s) = fls+1) = f(s), Vf(s)=f(s) = f(s—1).

nos permite elaborar toda la teoria de los ¢g-polinomios deduciendo otras caracterizaciones.

Es sencillo comprobar que las soluciones polindmicas, {P,(s),}nen,, de la ecuacién (1)
verifican condiciones de ortogonalidad del tipo

S Pl Po()gp(e) (s — ) = 8y

sS=a

donde d,, denota la norma de dichos polinomios respecto a la funcién p(s). Esta funcién,
denominada funcion peso, satisface la ecuacion de tipo Pearson

A(o(s)p(s)) _

m = 7(s)p(s),
siendo [a,b — 1] el intervalo de ortogonalidad.
Si ahora consideramos las funciones ortonormales asociadas a dichas soluciones polinémi-
cas {D,(s)}neny, un calculo directo nos permite deducir que verifican una ecuacién en
diferencias la cual tiene asociada un operador, que denominaremos ¢-Hamiltoniano, esto

es
94(5)Pn(s) = E,Pn(s). (2)
El equivalente a dicho hamiltoniano en el caso clasico aparece con especial relevancia en

la Mecanica Cuantica, por ejemplo, el oscilador armoénico no relativista. De hecho, uno



de los apartados de este trabajo consiste en obtener condiciones necesarias y suficientes
para que el g-hamiltoniano que obtengamos pueda ser factorizado mediante operadores de

creacién at(s) y destruccién al(s), esto es

y ademas, se verifique la relacién de conmutaciéon
[al(s),a!(s)]e = al(s)a'(s) — €a'(s)a(s) = I,

donde [a(s), b(s)]¢ es el equivalente al commutator utilizado en la fisica clasica.

En el capitulo 5, daremos la prueba de la racionalidad de 72, ((3),

1 = ¢ _
hp(l)_zpk_lzzl_ ) O<q:pl<1> (3)
k=1 k=1

(@) = 3 L =520

O<qg=p'<l. (4)
k=1 = - 4

k?

—_

Para ello utilizaremos los ¢-polinomios pequenos de Legendre y los polinomios de Legendre
clasicos. Asimismo, introduciremos el concepto de g-polinomio ortogonal miltiple, que se
define como aquel polinomio ortogonal respecto a r medidas g-discretas asociadas al multi-

indice 77 € N, esto es,

( b1—1

Z Pa(s)z*(s)wi(s)Az(s — 1) =0, k=0,....,n —1,

s=a1

br—1

> Pa(s)a*(s)w(s)Ax(s — 3) =0, k=0,...,n, —1,

\ S=ar

siendo P7(s) un polinomio de grado a lo mas, |7i| = ny + -+ + n,.

Asi, la estructura del trabajo es la siguiente, en el segundo capitulo introduciremos las
nociones mas importantes de los ¢g-polinomios asi como la parte relativa a la factorizacion
del hamiltoniano asociado e introduciremos los g-polinomios de Legendre. En el tercer
capitulo definiremos los aproximantes de Padé simultaneos, denominados de Hermite-
Padé. En el cuarto capitulo definiremos los g-polinomios ortogonales multiples. En el
quinto capitulo como aplicacién daremos la prueba de irracionalidad de las series (3) y

(4). Por ultimo, en el sexto capitulo expondremos las conclusiones y los problemas abiertos.






2. Polinomios hipergeométricos en redes no unifor-

mes: los ¢g-polinomios

En este capitulo vamos a estudiar las principales caracteristicas de los g-polinomios. Estas
funciones especiales (o g-funciones como suelen denominarse) tienen un sinfin de apli-
caciones en diferentes areas de la matemadtica y la fisica, por ejemplo en la teoria de
representacién de grupos, teoria de nimeros, etc.

De entre las diferentes técnicas que se conocen para tratar los g-polinomios, quizas, una de
las més tradicionales es la que considera a los g-polinomios como ¢-series hipergeométricas
basicas [38]

k

ai,..., ar — (a1, Q) (s 2 kEwen) T
. Gz | = —1)%q? , (6
v < b1, by > kz:% (b1 @) -~ (bp; @) (a5 @ <( ) > )

donde (a; q)m = [T1= (1 — ag").

Sin embargo, este punto de vista no es el més apropiado al considerar por separado ca-
da una de las familias a estudiar [38]. En cambio, un estudio més sistemdatico de los
g-polinomios consiste en considerarlos como polinomios de variable discreta soluciones de

la ecuacién que resulta de discretizar la ecuacién hipergeométrica
G(@)y" +7(@)y' + Ay =0,

donde &(s) es un polinomio de grado a lo méas, dos y 7(s) es un polinomio de grado
exactamente uno y A es una constante.
Este segundo punto de vista es mas general y contiene al anterior pues las soluciones de

la ecuacién (1) se expresan como series hipergeométricas basicas.

2.1. La ecuacion hipergeométrica en una red no uniforme

Comenzaremos obteniendo una discretizacién de la ecuacién diferencial hipergeométrica
a(x)y" +7(x)y + Ay = 0. (7)

Para ello se aproximaréan las derivadas 3’ e y” de la siguiente forma:
1 [y(e(s+h) —y(x(s))  y(x(s)) —ylz(s —h))
2 x(s+ h) — z(s) z(s) —x(s — h) ’
—y(z(s))  y(z(s)) —y(z(s —h))
—z(s) x(s) —x(s —h)

La razén de escribir el factor (z (s + %) — x(s — %) )~! es debido a que la diferencia genera-

Y(z) ~
1 y(z(s + h)

r(s+2)—z(s—2) z(s+h

y//(x) ~

lizada




aproxima mejor a la primera derivada en z (s — %), que en z(s) (véase [55, pag. 55]).
Sustituyendo las expresiones anteriores en (7) y haciendo el cambio lineal de la variable

s — hs obtenemos la ecuacién

A Vyls) | Fe(s) [Auls) | Vuls .
Av(s— 1) Va(s) T 2 [Ax(s)+Vx(s)]+)\y(8)_0’ (8)

a(xz(s))

donde Vf(s) = f(s)— f(s—1), Af(s) = f(s+1)— f(s), 6(x(s)) es un polinomio de grado
a lo sumo 2 en z(s), 7(x(s)) de grado 1 y A es una constante. Se puede comprobar que (8)
aproxima a (7) en la red no uniforme x(s) hasta orden O(h?).

En adelante llamaremos red a una funcién z(s) € C?(Q2), donde © es un dominio del plano
complejo tal que z(s), s =0, 1,... define un conjunto de puntos de C en los cuales vamos
a discretizar la ecuacién (7).

Consideremos ahora, en lugar de la ecuacién (8) la siguiente ecuacién equivalente

A Vyls) Ay(s)

o(s) Ae(s = 1) Vals) + T(S)Ax<s) + Ay(s) =0, (9)

donde o(s) = 5(z(s)) — 37 (x(s))Az (s — 1), 7(s) = 7(2(s)), y mediante y(s) denotaremos
las soluciones de la ecuacién anterior, es decir, y(s) = y(x(s)). Notese que 7 es también un
polinomio de grado 1 en z(s), no asi o, que en general, no es un polinomio’ en z(s). La
ecuacién (9) se denomina ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrico y las soluciones
de la misma cumplen la propiedad, comtinmente denominada propiedad de hipergeometri-

cidad, esto es, sus k-ésimas diferencias generalizadas

A A A

yr(s) = Ao (5 A (9) e Ae(d) y = A(k‘)y(s), (10)

donde z,,(s) = z (s + 2), satisfacen una ecuacién del mismo tipo [55], [57],

A Vyi(s) Ay(s) B
U(S)Axk. (5= 1) Van(s) + Tk(S)A:Uk(S) + pryr(s) = 0, (11)
donde
Ti(s) = —Aij_(j()S) + Ti-1(s + 1)—AAxﬁ§2)’ Pk = fk—1 + —2;];:1((2))7 To(s) = 7(s), po = A.

Observacion 2.1 Por simplicidad en la notacion, escribiremos Vxi(s) por Ax (s — %)

De la ecuacion (11) se deduce que

(12)

— A7y (s o(s —o(s)+7(s Az (s 1
Mk:/\+ZAm() Tk(S): ( +k) (>Z:E,E_1_(ZI;) ( +k+2)‘

'En nuestro trabajo utilizaremos g—polinomios en la red x(s) = ¢°. En este caso, debido a la “lineali-

dad” de la red, es facil comprobar que o si es un polinomio en z(s).
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Luego si queremos que P,(s), sea de grado n, entonces p,, = 0. De ahi que

%(nfl)_i_ f%(nfl) ~1
= wq{(q - )%’Hn—uq%}, (13)

donde [n], denota el ¢g-nimero

|I|
l>>
§§
c,;Cn

U
— qi
Por otra parte, es importante destacar que no para cualquier red las ecuaciones (9) Y (11)

tienen soluciones polinémicas de tipo hipergeométrico, es mas, el siguiente resultado nos

da una caracterizacion del tipo de red que debemos escoger.

Teorema 2.1 El conjunto mds amplio de funciones x(s) para las cuales (9) tiene como

solucion una familia de polinomios de tipo hipergeométrico viene dado por

z(s) = c(@)g” + e2(q)g " + es(q), q€C, (14)
donde ¢y, co, c3 son constantes que pueden depender de q pero no de s.

Pasemos ahora a introducir una de las familias de ¢-polinomios que emplearemos posteri-

ormente para probar la irracionalidad de ciertos niimeros reales.
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2.2. Los g-Polinomios Pequenos de Legendre

Esta familia de g-polinomios se definen como

-n n+l n -n n+1. k .k
q".q (" i@ @k g7
Po(zlg) = 21 (g, qr | = . 0<g<1, (15)
q ,; (¢ @) (43 @)
y son ortogonales en la red exponencial x(s) = ¢*, esto es,
G S S S qn
> ¢ Pu(q’l9) Pulg’lq) = TSt anHén,m. (16)
s=0
De hecho, estos polinomios admiten la siguiente representacion
“ln| |n+Ek
Pn T — —kn+k(k—1)/2 —r k’ 17
(]q) kz_o [k L] P (—x) (17)
- p p

la cual nos sera tutil posteriormente. Nétese que

nl_ (@n
H . (G D@ @nr” (18)

son los denominados g-nimeros combinatorios y que se satisface la siguiente relacién

i 1 — (7
e el = k)
q

Por lo tanto, podemos obtener facilmente la expresion de los polinomios clasicos de Leg-

endre que emplearemos para probar la irracionalidad de 7% y ((3), o sea, se obtienen los

polinomios de Legendre en [0, 1] calculando el siguiente limite

i 2t =3 ("1 1) (7)ot = P

o
e k=0

Para obtener mayor informacién acerca de estos g-polinomios véase [45].
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2.3. El método de factorizacion de ecuaciones en diferencias de

tipo hipergeométrico sobre redes no uniformes

Dicho método surgié para tratar de simplificar el cédlculo del espectro asociado a una
ecuacion diferencial con condiciones de contorno asi como las autofunciones ortonormales
asociadas a los mismos. De hecho, tiene una gran importancia desde el punto de vista de
la teoria de grupos, y por tanto, en el estudio de diversos sistemas mecéanico-cuanticos
pudiendo aplicarse una aproximacion algebraica para generalizar la descripcion de un os-
cilador no relativista mediante el significado de los operadores de creacién y destruccion.
En mecénica cudntica no relativista, el hamiltoniano de un oscilador lineal (con la nor-

malizacion h = m = ¢ = 1) se define como
(19)

Dicho hamiltoniano H (z) puede factorizarse mediante los operadores de creacién a™(x) y

destruccién a(x):

ofe) = 5 (64 %) (@)= (s- ). €=

Asi, H(z) = w [a*(z)a(z) + ]. Ademds, dichos operadores satisfacen la relacién de con-

mutacion
[a(x),a’(z)] = a(z)a™ (z) — a’ (z)a(x) = 1. (20)

Luego, de (19) y (20) deducimos que
[a(x), H(x)] = wa(z), [a"(z), H(2)] = —wa" (z). (21)

N. M. Atakishiyev, A. Frank y K. B. Wolf demostraron que el conjunto formado por el
hamiltoniano H(z), la identidad I y los operadores a(z), a*(z) forman un algebra de Lie
cerrada. Esto permite calcular el espectro de H(z) y en consecuencia, el grupo de simetria
dindmica del oscilador (ver [51]).

El objetivo de este apartado es realizar un desarrollo andlogo del oscilador arménico en el
marco de los g-polinomios dando lugar al operador g-hamiltoniano. Para definirlo partire-
mos de las condiciones de ortogonalidad que satisfacen la gran mayoria de g-polinomios

b—-1

S Pu(8)y Pon(8)op(5) Vs () = Sumd?. (22)

S=a

De aqui escribiremos las funciones ortonormales asociadas a dichos g-polinomios, esto es,

5) = d '/ p(s) Pu(s)g- (23)

Por tanto, si P,(s), es solucién de (9), entonces ®,,(s) es solucién de la ecuaciéon

V(s + Dve(s)y(s +1) +/ve(s)ve(s — Dy(s — 1) — (vo(s) + ve(s))y(s) = AVai(s)y(s),
(24)
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donde
o(s) O(s)  o(s) +71(s)Az(s — %)

V(s) vo(s) = Ax(s) Ax(s)

De (24) se deduce que el g-hamiltoniano que debemos considerar es

Vo(S) =

H(6) = — s (Yol T e /7ol = T e = (1) + ()1

(25)

donde I es la identidad y e®% f(s) = f(s + ) para a € C.

Partiendo de esta definicién, en un primer trabajo siguiendo las ideas de G. Bangerezako
[24], se obtuvieron resultados andlogos (véase [4]). Sin embargo, uno de las dificultades
que presenta este procedimiento consiste en que los operadores de creacién y destruccion
dependen del grado de los polinomios, esto es, de n, de ahi que se trate de analizar bajo
qué circunstancias se pueden encontrar los operadores que factoricen al g-Hamiltoniano y
no dependan de n. Lo que presentaremos a continuacion es la continuacion natural de dos
trabajos, uno de los cuales fue presentado durante una conferencia en Bexbach en 2002 [3]
y el segundo recientemente publicado en la revista Journal of Physics A (véase [5]).

Consideremos las siguientes funciones normalizadas

D, (s) = ———=PFu(8)g; (26)

donde A(s) es una funcién continua arbitraria que no se anula en el intervalo [a,b] de
ortogonalidad de los polinomios P,. Dichas funciones verifican la siguiente condicién de

ortogonalidad asociada a (22)

(®,(5), Bp(s)) = i B, (5) 0y (5) L) _ 5

En particular, para A(s) = /Vzi(s) tenemos que dichas funciones son ortonormales
respecto al anterior producto escalar con paso igual a 1.

Por otra parte, la ecuacion en diferencias que verifican dichas funciones tiene asociado el
siguiente g-hamiltoniano

A(s)
Vzi(s)

94(8) == (( 5(8) + ve(s)I — \/vs(s + ve(s) e — Vus(s)ve(s — 1) e 8)

(s)°
(27)

es decir, que 9,(s)P,(s) = A, P, (s). Por tanto, el espectro de la ecuacién en diferencias
(9) coincide con del problema original siendo las funciones normalizadas las autofunciones
de dicho operador $),(s), Asi, una vez definido nuestro g-hamiltoniano vamos a plantear
dos problemas:

Problema 1: Encontrar dos operadores a(s) y b(s) y una constante ¢ tales que factori-
cen $,(s), esto es, b(s)a(s) = H,(s), y ademas se satisfaga la condicion de conmutacién
la(s),b(s)]c = AI, donde A # 0 es una constante e I es el operador identidad.

13



Problema 2: Encontrar operadores que verifiquen el problema 1, pero que ademas sean

operadores de creacion y destruccion, o sea,
a(s)®,(s) = Dp®,_1(s), b(s)P,(s) = U, Ppyq(9).
Teniendo en cuenta estos problemas definamos los siguientes operadores.

Definicién 2.1 Dados o € C y B(s) una funcion que no se anula en el intervalo [a,b],

definimos los a-operadores hacia arriba y hacia abajo

= ﬂe—o«% 683 v (s) — vels L
o) = Vai(s) ( Viols) = Vel ”) A(s)’ )
ahfs) = oA (Virl e = V(o)) et ¥

Un primer resultado teniendo en cuenta estos operadores es el siguiente

Teorema 2.2 Los operadores al(s) y al (s) factorizan al g-hamiltoniano (27), esto es,
al (s)al(s) = H,(s) Va€C, B(s).
Ahora, al igual que en mecanica cuantica definimos el analogo al conmutador.

Definicién 2.2 Dado un nimero complejo no nulo s, definiremos el £&-conmutador de a(s)
y b(s) como

[a(s), b(s)]c = a(s)b(s) — cb(s)a(s).
Teniendo en cuenta esta definicion veamos bajo qué condiciones el problema 1 tiene solu-
cion.

Teorema 2.3 Los operadores b(s;q) = al(s;q) y a(s;q) = al(s;q) definidos en (28)
son solucion del problema 1 para ciertos o, ¢, A si y solo si se cumplen las siguientes

condiciones:

Va(s) \/ V(s —1)Vary(s) \/0’(8 —a)o(=s —p+ ) —c (29)

Vzi(s —a)\ V(s — a)Az(s — «) o(s)o(=s—p+1)

1 o(s—a+1) o(=s—pu+a)) 1 o(s) o(—s—p) _
Az(s — a) (le(s —a+1) + V(s — a) ) : Vzi(s) <Vx(s) + Az(s) ) (;\0)

Demostracién: Teniendo en cuenta la expresién de los operadores a] (s) and al(s), re-

alizando un célculo sencillo obtenemos que al(s)al (s) = A;(s)e? + Ay(s)e™% + As(s)1,

14



donde
Ay(s) = — Vzi(s+1) A(s) o(s+1l—a)o(—s—p—1+a) 1
ne Vri(s) A(s+1) Az(s —a)Azx(s+1—a) Vai(s+1—a)
An(s) = — Vzi(s—1) A(s) o(s —a)o(—s — pu+ ) 1
? Vzi(s) A(s—1)\ Az(s—1—a)Az(s — a) Vai(s — a)’

1 ols+l-0a) o(-s—pta)
Asls) = Az(s — ) {Vm(s tl-a) V(s —a)

(31)
Analogamente usando (27) y el teorema 2.2 obtenemos a/,(s)al(s) = $H(s;q) = Bi(s)e? +
By(s)e™% + Bs(s)I, donde ahora

L1 Als) o5 meGrD
Vzi(s) A(s+ 1) Vz(s+1) ’

B 1 A(s) Jo(=s—pu+1)o(s)
Bols) =~ 5 A6 = 1 Va(s) ’ (32)

1 [ol) | ol-s—m
Ba(s) = Vxi(s) {Vm(s) + Ax(s) } '

Bi(s) =

Por tanto,
[l (s), al (s)]. = (Al(s) - §Bl(s)>eas + (A2(3> - CBQ(3)>6_6S + <A3(s) - <33<s)>1. (33)
Luego, para cancelar los dos primeros términos de la parte derecha de (33) ha de verificarse
Aq(s) — ¢ Bi(s) =0, As(s) — ¢ By(s) = 0. (34)

Por 1ultimo, estas dos condiciones son equivalentes a

Al(S) . AQ(S -+ 1)
Bi(s)  By(s+1)

que nos conducen a las condiciones exigidas en el teorema. 0O

Ai(s) — ¢ Bi(s) =0,

Este teorema nos permite estudiar diferentes familias de g-polinomios encontrando que
una gran cantidad de ellos, bajo ciertas condiciones, satisfacen dicho teorema. Veamos

algunos de estos ejemplos:

1. Los polinomios de Stieltjes-Wigert S, (z; ¢). Las funciones ortonormales asociadas a

estos polinomios se definen como

(I)n(ZB; q) _ (q; q)oo\/(_x7 _Q/x; Q)oolog qil 1¢1 ( qon

q/? ("5 @)oo

a —xq"“) . x(s) =¢°,

En este caso hemos elegido A(s) = /Vxi(s), por tanto tales funciones son ortonor-

males.

15



Ademds, dado que los pardmetros para estos g-polinomios son o(s) = ¢*~' y o(s) +
7(s)Vx1(s) = ¢* [44], el g-hamiltoniano es

1
y)(S,Q) — {(1 + qfs) I — qf(s+1)/2€as . qfs/2 e—as} ’
(1—4q)
el cual satisface 9(s; q)P,(¢%;q) = —@ (4% q).
Si ahora tratamos de comprobar las condlclones del teorema 2.3, constatamos que

/2

de la primera condicién (29) se deduce que ¢ = ¢*/* y sustituyendo dicha expresién

en la segunda obtenemos que o = 2, o sea, ¢ = q. Por tanto,

(efws _ 6fasqfs/2) 7

(6283 . q—s/Qeas) :

Te ) — ql(a ) —

a'(s;q) :=ay(s;q) =
9(s;q) = al(s;q)al(s;q) and [al(s;q),al(s;:9)], = 1.
Ademds, no es dificil comprobar que en este caso los operadores a'(s;q) v al(s;q)
son de aniquilacién y de creacion para las funciones ®,(¢% q) (véase [44, Exp.
(3.27.6),(3.27.8)]).

. Los pequenos polinomios de Laguerre o de Wall p,,(z; a|q). En este caso, las funciones

ortonormales asociadas se definen como

(aq; q)o s=n q "0
., (s;a5q) = 2
i) V(G 9)s(q: Q)n(aq"“;q)oo(ac” i ( aq

Aqui, hemos elegido A(s) = y/Vzi(s), lo que garantiza que estas funciones sean

q;q5“> . x(s) =¢".

ortonormales.
Ademés, o(s) = ¢ '¢°(¢° — 1) y o(s) + 7(s)Vxi(s) = —ag®, por tanto, el g-

hamiltoniano asociado es

9(s;a;q) = (q(a +1—2) —/aq(l — qx) eds — g/ aq(l —z) 6—(%) :

1
(1—-q)x
teniendo como autofunciones ®,,(s; a; q), esto es,

1—qg™
e P, (s1a;9).

9(s;a;q)Pn(s5a5q) =

utilizando las condiciones del teorema 2.3 deducimos que a = 0, ¢ = ¢~/ y que el

-1/2, Luego los operadores que consideraremos son

<m Jair).

parametro a es igual a q
as;a; q) =
V (1 —q)x
e ne ) -
a'(s;a;q) = ( (1—x)e >
\/(1 —q)x

Es facil comprobar que tales operadores no son operadores de aniquilacién y creacion.
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Un posterior analisis nos permite discutir bajo qué condiciones el problema 1 tenia solucién,
buscando condiciones de tipo espectral para el g-hamiltoniano, y demostramos el siguiente

resultado.

Teorema 2.4 Si el problema 1 tiene solucion para el hamiltoniano $,(s) cuyo espectro

es {\n}tnen, entonces dicho espectro a de ser q-lineal o q~*-lineal , i.e.
A — qQAn_1 = const., 0 A\, —q *An_1 = const.

Respecto a como debe ser la solucién del problema 2 se sabe bastante poco, pero una de las
claves es que la solucién de la ecuacién de tipo Pearson p(s) satisfaga o(s+1)p(s+1) = p1(s)
y que dependa de los pardmetros de la misma manera que lo hace p(s); por lo general
dichos parametros varian en su dependencia. Por ejemplo, en el caso de los polinomios
de Stieltjes-Wigert al no haber pardmetros esto no sucede mientras que en el caso de los

polinomios de Laguerre/Wall

s

(aq)

w %%
vy p(s,a) =aqp" (s, aq).
(¢;9)s r(s:0) (s, aq)

s,a) =

Otro problema interesante que se plantea es si dichos operadores que factorizan al ¢-
hamiltoniano tienen algin tipo de estructura. Siguiendo las observaciones del Prf. Natig
Atakishiev comprobamos que, efectivamente, en ciertos casos estos operadores junto con el
hamiltoniano original y el operador identidad 7, formaban lo que se denomina un algebra

de Lie, A, respecto al conmutador definido ., .|, esto es,
1. [z,2] =0 Vaz € A antisimetria.
2. [z, [y, zlde + [z, 2] + [2, [z, 9] =0 Va,y,z € A (Identidad de Jacobi).

A se denomina &lgebra dindmica. Utilizando esta definicion deducimos que algunas familias
de g-polinomios que tenian solucion del problema 2, mas concretamente en unos proceed-
ings presentados en un congreso realizado en Bexbach encontramos dos de las dlgebras mas
conocidas dentro del campo de los ¢g-polinomios, estas son el dlgebra sp(2,R) y so(3) y vi-
mos que los operadores asociados a las funciones ortonormales asociadas a los g-polinomios
de Meixner formaban el algebra de Lie sp(2, }) mientras que en el caso de los g-polinomios

de Kravchuk el dlgebra asociada era so(3).
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3. Aproximaciones de Padé simultaneas

El objetivo de este capitulo es mostrar como se puede aproximar racionalmente varias
funciones de manera simultanea. Este concepto data del siglo pasado y se conoce como
aproximacién de Padé y consiste en considerar r funciones (f1, fa, ..., f») con un desarrollo

formal cerca del infinito dado por
= 1
fj(z)Nzck,jﬁu j:17"'7r7
k=0
y tomar un multi-indice 7, o sea, 7 = (nq,...,n,) € Nj. Con estos datos, distinguiremos

dos tipos de aproximaciones distintas:

1. Aproximacién de tipo I:
Encontrar polinomios A,,,...,A,,, donde A, es de grado a lo méas n; — 1 y un

polinomio Bj tal que

1 .
An (D) f1(2) ++ -+ An (2) f(2) — Ba(z) = O (ﬁ) ;i =nitng 4+, (35)
2. Aproximacion de tipo Il:
Hallar un polinomio P; de grado a lo més |n|, y los polinomios Q7 1, ..., Qs tales
que
1 .
PR - Qa2 =0 (G )+ d=1.2or (36)

Una nocién importante en las aproximacion de Hermite-Padé es la normalidad.

Definicién 3.1 El multi-indice n € N[ se dice normal para un problema de aproximacion

st se obtienen polinomios con el mayor grado posible.

Observaciéon 3.1 En el caso que todos los multi-indices sean normales se tiene la unici-

dad para el problema.

por ejemplo, el multi-indice es normal para la aproximacion de tipo I si el grado de cada
Ay, es nj — 1. De la misma forma n es normal en la aproximacién de tipo II si el grado de
Py es |n|.

Hay un tipo de funciones particularmente importantes para estos tipos de aproximaciones,

éstas son las funciones de Markov

fo)= [ (37)

z—x
donde [a,b] es un intervalo real acotado y p es una medida real positiva sobre dicho
intervalo [a, b].
Una de las principales ventajas de emplear estas funciones de Markov es que bajo ciertas
condiciones relativas a las medidas todos sus indices son normales. Veamos algunos de

estos casos.
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3.1. Sistemas de Chebyshev

Estos sistemas, se emplean a menudo en la teoria de la aproximacién, estadistica matema-

tica, etc (ver [57]). Pasemos a definirlo.
Definicién 3.2 Un conjunto de funciones reales
u0<t>a ul(t)7 R un(t)a (38)

continuas en un intervalo real [a,b], se dice que forman un sistema de Chebyshev (o T-

sistema®) de orden n € Ny, si toda funcién de la forma
P(t) = aguo(t) + - - + ayun(t), g, ..., 0n ER, a2+ +a2 >0,
se anula a lo mds en n puntos de [a,b].

Esta definicién es equivalente a que el determinante

Uo(to) (751 (to) R Un(to)
ot ) = | 200 1) oo ) |
wo(tn) wi(tn) -+ un(ty)

del sistema lineal

Zakuk(tj):(), j:(),l,...,n
k=0

sea no nulo para a <ty < t; < --- < t, <b. Como U es una funciéon continua y U # 0,
entonces U no cambia de signo en cada uno de los subintervalos (¢;,¢;1+1). Si U > 0, a (38)

se le denomina T, -sistema.

3.2. Sistemas de Angelesco

Este tipo de sistema fue introducido por Angelesco [9] en 1919. Dicho sistema utiliza
funciones de Markov de la forma

fj(z):/AdL(x), g=12...r

. 2=
J

donde A; son intervalos disjuntos dos a dos, esto es, A; N A; = () siempre que i #
J, v i; es una medida positiva sobre los A, o sea, cada funcién f; es una funcién de
Markov y los soportes de las medidas p; son 7 intervalos disjuntos. Otro interesante sistema

es el de Angelesco-Chebyshev (AT-sistema) donde tenemos un conjunto de funciones de

2Se llama asf debido a que en francés Chebyshev se transcribe como Tchebysheff

20



Markov pero definidas mediante distintas medidas y soportadas sobre un unico intervalo.

En particular,

b .
5 = [P ) = w0du0. 5= 1.

donde wuy (t), ..., t" Luy (t), us(t), ..., up(t), ..., t" tu,(t) es un sistema de Chebyshev so-
bre [a,b] y 1 es una medida positiva sobre [a, b].

Para las funciones de tipo Markov, los denominadores de la aproximacién de Padé verifican
condiciones de ortogonalidad. Anadlogamente, para la aproximacion de Hermite-Padé de-
duciremos un nuevo tipo de ortogonalidad simultanea. Mas aun, plantearemos dos prob-
lemas de aproximacion simultanea definidas con anterioridad: aproximacion de Hermite-
Padé de tipo I y tipo II. Para la aproximacién de tipo I sobre un sistema de Angelesco
podemos tomar de nuevo una curva cerrada I' encerrando a los intervalos €2, luego de (35)

se deduce que

% F(Am(,z)fl(z) o A, (2) fr(2)) 2 dz — QLm A By(2)2*dz = Z aj— /1“ 2z,

(39)
La segunda integral del miembro izquierdo de la igualdad (39) es igual a cero por el teorema
de Cauchy. De la misma manera, el miembro derecho se anula para k < |n| — 1. Usando
que cada f; es una funcién de tipo Markov y cambiando el orden de integracion (teorema

de Fubini) se obtienen las siguientes condiciones de ortogonalidad

Z/ Ay, ()2 dpj(z) =0, k=0,1,2,...,|n| — 2. (40)
j=1 "%
Los polinomios Bj se expresan mediante
: A, (2) — A, (2)
Bﬁ = = = d j 5
(2 Z/ LY

puesto que
> (5 = B2 =3 [ 2. (1)

Obsérvese que la condicién (35) se cumple, de hecho basta desarrollar 1/(z—z) en potencias
de 1/z.

Para AT-sistemas las condiciones de ortogonalidad (40) se expresan como sigue

/ (Z A, (x)uj(x)> Fdu(x) =0, k=0,1,2,...,|n|—2. (42)

Ademas,

b (L 2)— A, (x
o= [ (L2 0 i

=1
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dado que
> A ()~ Bale) = [ Z ) (43)

En la aproximacion de tipo II las condiciones de ortogonahdad estan distribuidas en r
partes. Para un sistema de Angelesco y una curva cerrada I', encerrando a todos los

intervalos (2}, tenemos

(e 9]

1 Lk 1 k—i

o [P0 = o [ Quaande = 3 g [ )
i=n;+1

La segunda integral del miembro izquierdo de la igualdad (44) es igual a cero por el teorema

de Cauchy y el término de la derecha tiene residuo no nulo para k < n;. Intercambian-

do el orden de integracién (teorema de Fubini) obtenemos las siguientes condiciones de

ortogonalidad
/ Pa(e)abduy(2) = 0, k=0,1,....m;—1, j=1,2,.. .7 (45)
Q;
El numerador Q7 ; de la aproximacién de Hermite-Padé viene dado por

Qi j(2) :/Q Frl) _Pﬁ<$)dﬂj($)>

. Z—X
J

Asi, el residuo de la aproximacion de tipo II para un sistema de Angelesco es

Pﬁ(z)fj(z)—cgﬁ,j(z):/g Pﬁ(x)duj(w), j=1,2,... " (46)

2=
J

Anélogamente, las expresiones para la aproximacién de tipo II correspondiente a un AT-

sistema son:

b
/ Pa(x)z u;(x)dpu(x) =0, k=0,1,....,n;—1, j=1,2,....7, (47)

para las condiciones de ortogonalidad y

Z—X

b Pﬁ zZ)— Pﬁ xZ
Qnste) = [ LB i)
para el numerador de los aproximantes. Asi,

b Py(x)
Z— X

Pi(2)fi(2) — Qaj(z) = / uj(x)dp(z), j=1,2...,r. (48)

Una vez introducidas las nociones béasicas sobre las aproximaciones de Hermite-Padé asi co-
mo los g-polinomios ortogonales, pasaremos a definir una generalizacion de g-polinomio

ortogonal que relacione ambos conceptos.
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4. ¢-polinomios ortogonales multiples

A partir de la aproximacién de Hermite-Padé se define una nueva clase de polinomios
ortogonales que generaliza a los g-polinomios, estas nuevas funciones son los denominados
g-polinomios ortogonales multiples. Ademas, satisfacen simultaneamente diferentes condi-
ciones de ortogonalidad. Demos una definicion més formal del término.

Consideremos un entero no negativo r, r medidas g¢-clasicas

y el multi-indice 7 = (n4,...,n,) € N". Se define el g-polinomio miltiple, P; asociado a
estas medidas, como aquel polinomio de grado, a lo mas, |7i| = ny + ---n, que satisface

las siguientes condiciones de ortogonalidad

Z Pi(s)r*(s)wi(s)Va1(s) =0, k=0,...,n;—1, i=1,...,m

sEQ;

donde sop(w;) = ; CR paracadai=1,...,r.

Es evidente que los g-polinomios son un caso particular de los g-polinomios ortogonales
multiples para r = 1. Actualmente este tipo de funciones estan en pleno estudio y atn
no se conocen muchas propiedades de las mismas, de hecho el estudio de este tipo de
funciones es una de las partes fundamentales de la tesis doctoral, cuyo punto de partida
es esta memoria.

Antes de pasar a estudiar algunas aplicaciones de la aproximacién simultanea a la teoria
de ntimeros es importante observar que, al igual que los g-polinomios ortogonales son
los denominadores de los aproximantes de Padé diagonales, los g-polinomios ortogonales
multiples son los denominadores de los aproximantes de Hermite-Padé. De ahi la impor-
tancia de conocer este tipo de funciones de cara a obtener resultados mas “finos” a la hora

de aproximar funciones o estudiar la naturaleza algebraica de ciertos nimeros.
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5. Teoria de la aproximacién y Teoria analitica de

numeros

5.1. Introduccion

Aqui constataremos cémo muchos de las cuestiones antes expuestas, sobre la teoria de
aproximacién racional encuentran aplicacion a la hora de probar distintos resultados de la

teoria analitica de nimeros. Por ejemplo:
1. La irracionalidad de 7.
2. La irracionalidad de ((3).
3. La Irracionalidad de ciertas extensiones de las series armonicas y del logaritmo de 2.
El siguiente lema caracteriza la irracionalidad de nimeros reales.
Lema 5.1 Sea x un numero real. Si existen sucesiones de enteros {p,} y {q.} tales que
1. gux — pp # 0, para cada n,
2. lim g,x — p, =0,
n—o0
entonces x es irracional.

Demostracién: Supongamos que x es racional, entonces © = p/q con p € Z, ¢ € N, y

1

Gn® — pp = p [Dgn — qpn) -

Sin embargo, pg, — qp, es un entero y por la suposicién 1 no es cero, asi |pg, — qp,| > 1.
Luego, g,z —pn| > 1 > 1/]q|, y esto nos conduce a que la suposicién 2 no es posible. Asi,

la contradiccion implica que x no puede ser racional. 0

(1

Ademds, si |z — pp/gn] = O1/¢E™) con 0 < s < 1y g < g1 < gn ", entonces la

medida de la irracionalidad r(z) o nimero de Liouville-Roth
i a 1 . , . .
r(z) = inf {r eR: ’x - E‘ < tiene un nimero finito de soluciones enteras en (a, b)}

verifica que 1+ s < r(z) < 14 1/s (véase [30], ejercicio 3 en pag. 376).

Observe que el lema 5.1 implica que los niimeros irracionales pueden aproximarse medi-
ante nimeros racionales p, /g, tanto como queramos. Para ciertos nimeros reales tales
como 72, y ((3) usaremos resultados de la teorfa de aproximacién racional para construir
explicitamente los enteros p, y ¢p.

Por tltimo, destacar que para el célculo de ciertos limites se empleara el Teorema de los

Numeros primos en dos de sus versiones més conocidas:
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tfm )
z—oo z/Inx

donde 7(z) es el nimero de primos menores o iguales a = € R.

lim —2n

= 17
n—oo n logn

donde p,, indica el enésimo primo.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [41].

26



5.2. La irracionalidad de 7% y ((3)

5.2.1Aqui constataremos como la aproximacién de Hermite-Padé puede emplearse para
probar la irracionalidad de los ntimeros 72 y ((3). En esta primera parte utilizaremos los
polinomios clésicos de Legendre. Estos polinomios son un caso limite de los g-polinomios

pequenos de Legendre, méas concretamente

im Bl =3 (" 1) (7)o = o)

=
e k=0

Por tanto de las propiedades y expresiones dadas en el capitulo 2, podemos obtener mucha

de la informacion necesaria para tratar estos polinomios.

5.2.1. La irracionalidad de 72

La irracionalidad de 7 fue probada por Lambert en 1761. Posteriormente, Legendre probé
en Elements de Géometrie (1794) que w2 es irracional. La siguiente prueba es una combi-
nacion de las ideas de Beukers, Borwein, Erdélyi (véase [22], [31] y [32, Apéndice A2]).

Teorema 5.2 (Legendre) El nimero real 7°/6 es irracional.

Prueba: Consideremos las siguientes funciones de tipo Markov siguientes

fl(z):/o1 da fg(z):—/ollog:c d

z—x z—x

Los momentos asociados a las correspondientes medidas son

! 1 ! 1
k k
/O.Z' i 2 1 /(;LL’ og raxr (k 1)2, , 1,9,

Por tanto, se tienen los desarrollos

=~ 1 1 =~ 1 1
f1(2)zzk—+12k+1, fQ(Z):Zmﬁ'
k=0 k=0

A continuacién planteamos el siguente problema:

Aproximar simultdneamente las funciones fi(z) y fa(z) tal que

An(2) = Ba(2)log(z) = O((1 — 2)™™), 2 —1, (49)

MDA+ B - o) =0 () 2= o0, (50)

donde A,, B, y C, son polinomios de grado a lo més n.
Obsérvese que (50) es un problema de aproximacién de tipo I para el vector (f1, f2), que
forma un AT-sistema. Por otra parte, (49) es un problema de aproximacién de Padé para

la funcion logaritmo. Las dos ecuaciones juntas, requieren polinomios comunes A,,, B,,, por
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tanto es también un problema de aproximacion de tipo II. Asi, tenemos una combinacién

de problemas de aproximacion de tipo I y II. Consideremos la funcion
F.(x) = A,(z) — Bu(x)log x.
El espacio vectorial generado por las funciones
{1,2,2%,...,2" logz,xlogz,v*logx, ..., 2" logx}

sobre el intervalo [0, 1] es un sistema de Chebyshev de orden 2n+1, y ademds, un subespacio
de C[0,1] de dimension 2n + 2. En efecto, F), pertenece a este espacio, en consecuencia,
F,, tiene a lo mas 2n + 1 ceros sobre [0, 1]. La condicién (49) exige que haya un cero de
multiplicidad al menos n + 1 en el punto 1, asi FT(Lk)(l) = 0, para k = 0,1,...,n. Por
integracion reiterada, se tiene que

Fyz) = S / 't — 2 EO (1)t

n!

Para F,E”H) el polinomio A, desaparece y aplicando la regla de Leibnitz se tiene

k=0

Asi, F,(Lnﬂ)(:p) = %Dn (%), con D,, un polinomio de grado a lo més n. La soluciéon general

de (49) puede escribirse como

Fu(z) = / (i — x)”Dn(l/t)%.

Si denotamos mediante E,(z) al polinomio reciproco ™D, (1/x), entonces

Fu(z) = / (1= a0 B, 2 (51)

t

El préximo paso es determinar los polinomios F,, a partir de la expresién (50). Recordemos
que estamos en presencia de un problema de aproximacion de tipo I para un AT-sistema,

luego se verifican las condiciones de ortogonalidad (42)
1
/ [A,(x) — B,(z)log z]z"dx = 0, k=0,1,...,n—1.
0

lo que implica que F), es ortogonal a todos los polinomios de grado a lo mas n — 1. Usando

la expresién (51) obtenemos

/xk/(1—x/t)"En(t)7dm=0, k=0,1,2,...,n—1.
0 T
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Intercambiando el orden de integracion se tiene

1 t dt
/ En(t)/ (1—:v/t)"xkdm?:(), k=0,1,....,n—1.
0 0

Efectuando el cambio de variables x = ty, se obtiene

1 1
/ En(t)tkdt/ (1 —y)"yFdy =0, kE=0,1,...,n—1.
0 0

De donde se deduce que E, es un polinomio ortogonal a todo polinomio de grado a lo
mds n — 1 sobre el intervalo [0, 1] respecto a la medida de Lebesgue. Por tanto®, E,, es el

polinomio de Legendre, esto es,

Eo(x) = ; (” Z k) (Z) (—1)Fz*. (52)
Si Sustituimos la expresién (52) en (51) obtenemos
Fu(z) = ; (” ' ’“) (Z) (—1)* /1 (1= w0,

Aplicando el Teorema del binomio al término (1 — z/t)" deducimos que
k(0 [(n P
EEDS < ' > (k) <j)<—1) Jxﬂ/l hiLay,

—logx  si k=,

1
/ th=i=1dt = ,
x 1 — $k_j

Notese que

[ si k # j.
Luego ,
" /n+k\ (n
s =3 (") (1) (53)
k=0
n+k\/n\/n o) —x
O e
=

Por otra parte, considerando que

1 1 o 1 2
== [ =3 pom =@ =

k=0

3Se tiene por definicién de polinomio ortogonal.
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debemos sustituir z = 1 en (50). Sin embargo esta ecuacién también contiene la funcién
f1(2), que diverge para z = 1. Esta patologia desaparece al observar que A, (1) = 0, ya
que A,(2) = (2 — 1)A,_1(2), con A,_1(2) € P,_1[2], y por tanto

z

1111} An(2)f1(2) = A (1) 11’:1%(1 —z)log <1 — 1) = 0.

Luego el problema de aproximacion estéd correctamente planteado puesto que la primera
funcion de tipo Markov no origina problemas al sustituir z = 1 a fin de aproximar el

™

, 2 . . ., . ;.
nimero %-. El residuo de la aproximacién en (50) viene dado explicitamente por

A,(2)f1(2) + Bu(2) fol2) — Calz) = / Aule) ~ Bulw)logz ;)

Zz—XT

siendo

Z—XT Z—X

) - [ () BB

Asi, al sustituir en (50) z = 1 se obtiene

1 An( 1
BT e
0 T

Bn<1>=,; (6

0
es un numero entero. Para determinar C,(1) necesitamos, por un lado

'B,(1) — B, () "4k n\? [t1—at
= “Zlogzdr = log zd
/0 . og xdx Z( " )<k> /0 T loguds

donde

k=0
B i(n+k>(n)2§ 1
k=0 k k j=0 (7+1)2
y, por otro,
LA, (2) S (n—i—k) (n) (n) 1 xd — o¥
D dr = C)(=1)kH / dx,
/0 1—2x k:o; k k) \J (=1) k—j3Jo 1—=
J7#k
siendo

donde H, =} 7_, 1/j denota al nimero arménico. Asf

O st BI04

]:
J#k
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Obsérvese que C,,(1) no es necesariamente un niimero entero, pero si que lo es la expresién

Cn(1)d?, donde d,, es el minimo comtn multiplo de {1,2,...,n}. Luego, si denotamos
¢ = d2B,(1) y p, = d>C,(1) se tiene que

2 YA, (z) — Bu(z)1

6 0 1l—=z

Ahora, necesitamos estudiar la convergencia asintética de la parte derecha de esta ecuacion.

Lema 5.3 Sea d,, el minimo comin multiplo de {1,2,3,...,n}. Entonces,

lim sup d}/” <e.
n—oo
Demostracién: El minimo comin multiplo de {1,2,3,...,n} viene dado mediante la
siguiente factorizacion
dn = P10 D s
siendo m(n) es el nimero de primos menores o iguales que n, pi, P, ..., Pr(n) DUMETos
primos y s el mayor exponente de pi en la factorizacién de cada nimero m < n. En

particular esto significa que p;* < n, luego d,, < n™™ . Asi,

diL/n < nﬁ(n)/n _ en(n) logn/n‘

El Teorema de los niimeros primos garantiza

lim 7r(n) =1

n—oo n/logn

lo que implica que lim sup d}/ " <e. 0

Si utilizdramos la cota inferior d,, > pi1ps -« pr(n) y €l teorema de los nimeros primos en

la forma

lim Prn

=1
n—oo 1 logn

Y

se puede probar también que lim inf di/ " >e. Asi lim di/ " = e. Para nuestro proposito el
n—oo n—oo

lema 5.3 nos basta.

SI empleamos (51) el miembro derecha de (55) se transforma como sigue:

/OlAn(m)—B( logx // l—x/t”E()dt dx

1—2 t1—2a’

donde F, es el polinomio de Legendre. Intercambiando el orden de integracién, obtenemos

/OlEn()/ot(l—x/t d_xxcf // l_yt)ddt
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donde hemos usado la sustitucién z = yt. Empleando la formula de Rodrigues para los

polinomios de Legendre, esto es,

Eo(x) = % (%)nﬂ(l o, (56)

e integrando por partes n veces, se tiene que

1 _ y (1 — _
/ Ap(x) — Byl logm / / t"( (1 )" dydt.
B 1—z +1

Esta integral es positiva, asi que qn%Z — pp > 0 para todo n. Ademas, un calculo sencillo

muestra que

L ui—g=t (ﬁ—l)s

0<y,t<1 1—yt 2
Finalmente,
7T2 1/n \/5 -1 5
lim an — Qn < é? 5 = 0,66626... < 1,

esto es, qn%Q — pn — 0 cuando n — oo. Luego, del lema 5.1 se deduce la irracionalidad de
72 /6. O

32



5.2.2. La irracionalidad de ((3)

Continuando en la misma direccion de la seccién 5.2.1 mostraremos la irracionalidad de
((3) usando una aproximacién de Hermite-Padé. La irracionalidad de ((3) fue demostrada
por R. Apery en 1977 (su prueba fue presentada en [10]) posteriormente Beukers [22]

indicé que la prueba de Apery consistia en ciertas aproximaciones de Hermite-Padé.
Teorema 5.4 (Apery) El nimero real ((3) es irracional.

Prueba: Consideremos las funciones de tipo Markov (transformadas de Cauchy)

fi(z) :/0 d fa(2) :—/O logxzd_xx, f3(2) :%/0 log® x d

z—x z—x

Los momentos asociadas a las correspondientes medidas son:

/lkd—l —/lklod— ! 1/1’“102d— !
Ox x—k+1, Ox gxx—(k+1)2, 20x gxa:—(k+1)3.

Nétese que f3(1) = ¢(3). Ademas, (f1, fa, f3) es un AT-sistema. El problema de aproxi-

macién simultanea que planteamos es el siguiente:

An(z) = O(z—1), z—1, (57)
MR+ BERE -Gl = 0(55). 2o 69
Ay () fol2) + 2Bo(2) fo(2) — Do(2) = O (Z:H) i (59)

donde A, B,, C,, D, son polinomios de grado a lo mas n. La ecuacién (57) significa
que A,(1) = 0, o equivalentemente A, tiene un cero en 1. Esta condicién se necesita
para garantizar que A, (z)f2(z) se anula en z = 1. Tomando z = 1 en (59) se tiene
2B,(1)((3) — Dy, (1) en el miembro izquierdo. Investigaremos el comportamiento asintético
del residuo de esta aproximacién. Nétese que tanto (58) como (59) son un problema de
aproximacién de tipo I, para los sistemas (fi, fa) v (f2, f3), respectivamente. Estos dos
problemas combinados forman un problema de aproximacién de tipo II con denominador
comun, esto es, el par (A, B,).

Las condiciones de ortogonalidad de estos problemas de aproximacion de tipo I son
1
/ [An(z) — Ba(x)logale®de = 0,  k=0,1,2,...n—1,  (60)
0
1
/ [A,(x) — Bu(z)log z]z* logzdr = 0, k=0,1,2,...,n— 1. (61)
0

Sea
F.(x) = A,(z) — Bp(x)logx = / En(m/t)En(t)%, (62)
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donde FE,, denota los polinomios de Legendre (52). Ademads, F),(x) es una funcién sobre el

espacio vectorial generado por
1,z,2%, ..., 2" logz,xlogx, z*logz, ..., 2" log z},
g g g g

la cual se anula en x = 1. Si intercambiamos el orden de integracién al sustituir (62) en

(60) se tiene que

/ / w(x/t) B, (1) — dw—/OlEn(t)/OtEn(x/t)wkdx%.

Ahora, sustituimos x = yt y obtenemos

1 1 1
/ Fn(x)xkdw —/ En(t)tkdt/ En(y)ykdy,
0 0 0

que se anula para k = 0,1,...,n — 1, al considerar la ortogonalidad de los polinomios de

Legendre. Esto nos asegura (60). Andlogamente,

/ 2" log:c/ En(x/t)En(t)de:/ En(t)/ E,(z/t)z* logxd:c7.
0 @ 0 0

El cambio de variables x = yt garantiza que

1
/ Fn(x)xklogxda::/ tk/ E,(y)y"(logy + log t)dydt.
0

Como la integral doble es simétrica en y y t tenemos

1 1 1
/ E,(2)2"log xdx = 2/ E,(t)t" log tdt/ E,(y)y"dy.
0 0 0

Nuevamente para £ = 0,1,...,n — 1 se anula el miembro derecho al considerar la ortog-
onalidad de los polinomios de Legendre. Luego, podemos dar una férmula explicita para

F,.(x). Usando la expansién explicita de los polinomios de Legendre E,,, se tiene que

- EE G s [

k=0 5=0

Por tanto, cuando k = 7, obtenemos

n 2 2
n n—+k
B = k.
0= () (")« (63)
k=0
Por otra parte,

An(z) = :O zn: (Z) (’;) (” Z k) ("j.j)( 1)“3%. (64)



Obviamente B, (1) es un nimero entero. Sin embargo, necesitamos conocer D, (1) para

aproximar ((3). Ahora bien, si consideramos

D,(z) = — /01 An(z) = An(@) log zdx + /01 Bul2) = Bul@) log® zdx,

z—x z—x
dado que
' B.(2) — Bu(z) . "\ n+k\? P12k
/0 P log” xdx = Z(k) < i > /0 1_x10g xdx
k=0
SO
= —_—,
k=0 k k j=0 (7 +1)
y

[ 55 (V)L 5 [ b
Jj#k

podemos determinar Dn(1).

Noétese que

J

1ok _ j
/ e log xdx = H,EQ) — H@),
o l—=

donde HYY = > 51 1/4% denota el niimero arménico de orden 2.
Asi .
n 2 2 k-
n\ (n+k 2
D,(1) = -z
0 -2 () Lo
. (2) (2)
n+k\ (n+j H,” — H;
+ZZ(><)( )( | )<_1)kﬂ FETER
k=0 7=0 J J

J#k
Obsérvese que D,,(1) no es necesariamente un entero, pero que si lo es d3 D, (1), donde d,,

es el minimo comtn multiplo de 2, 3, ..., n. Por tanto, si q, = 2d> B, (1) y p, = d3 D, (1),

1 —
0C3) =g =y [ DI
0 -

A continuacién probemos que el miembro derecho tiende a cero para n — oo.

tenemos

En efecto,
s d
An(s) = Bo(s) log.s = / B (5/9) ()
1

donde E, son los polinomios de Legendre de grado n en [0, 1]. Si cambiamos el orden de

integracion, se tiene

YA, (s) — Bu(s)1 1 d
/ (5) (5) Ogslogsds = / / %85 p E.(s/y)En(y )ds—y
0 l—s Y
1
— / / oga:yE VB, (y)dxdy,
1—2y
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donde la ultima igualdad se obtiene después de sustitucir s = xy. Ahora, usamos

/1 dv _ logu
o 1—(1—uwv  1-u

1 . 1 1 1
/ Anls) = Bu()logs | 4o / / / @) e
0 1—s5 o Jo Jo 1—=(1—ay

Empleando la férmula de Rodrigues (56) e integrando por partes encontramos que

/OIA()ljii)lOgslogsds— /// 1_1_$y)n1]2+(1)ddydv

Para estimar la integral sobre v € [0, 1], usamos el cambio de variables

de donde

1—w

Zzl—(l—:vy)v7

esto es,

/// - 1_;;?“ drdydy = /// 1_19“"_ 1:I£E(>dxdydz.

Usando la formula de Rodrigues e integrando por partes se tiene que

/OlA() Buls)10g s ) 0 cs — — /// zyz (=o)L =)A= 2)]" ) b

1—s 1 — (1 —ay)z|*t!

Un ejercicio de calculo extremal nos conduce a que

e W=D =2) 5

0<a,y,z<1 1—(1—ay)z

< 4”/// ——————dxdydz
1—( 1—33y

— 4n2<-

Luego

LA, (s) — Bu(s)1
/ n(s) ] n(s) Ogslogsds
0

Asi,

1/n
1fm sup [¢,¢(3) — pa| /" lm sup d3/" <e(V2-1)"

n—od n—oo

log sds

/1 An(s) — Bu(s)log s
. 1

Observe que
(V2 —1)'=0,591263... < 1,

por tanto se tiene que ((3) es irracional usando el lema 5.1.
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5.3. La irracionalidad de h,(1) y In,(2)

Muchas de las funciones especiales y en particular las funciones hipergeométricas, tienen
g-extensiones, obtenidas generalmente al sustituir los simbolos de Pochhammer (a), =
a(a+1)---(a+n—1) por sus g-andlogos (a;q), = (1 —a)(1—aq)(1 —aqg®)--- (1 —ag" ™).
Ademas, ( )
U
P =g
Asi, se recupera la funcién especial original a partir de su g-extension haciendo tender

q — 17. Nuestro interés en este apartado es la g-extension de la serie armonica

() =) =2 g 0<¢=,<L (65)
k=1 k=1
asi como del logaritmo natural de 2
— (Do (0 1
In,(2) = = 0 =-<1 66
np() ;pk—l k:11_qk7 <q p< ( )

En 1948, Paul Erdos [35] probé que hs(1) era irracional. Peter Browein [28], [29] indicé que
h,(1) era irracional para cada entero p > 1, ademds demostré la irracionalidad de In,(2)
para cada entero p > 1. Las técnicas empleadas en estos resultados pasan por la aproxi-
macion de Padé y el andlisis complejo a fin de obtener una buena aproximacién racional
de hy(1) y In,(2).

Recientemente, Amdeberhan y Zeilberger [8] encontraron sucesiones de nimeros enteros
(¢-WZ pares) para aproximar racionalmente h,(1) y In(2), mejorando la cota superior de
la medida de irracionalidad a 4.8=24/5. Aqui veremos que estas aproximaciones racionales
estan relacionadas con los ¢g-polinomios pequenos de Legendre y por lo que trabajaremos
con aproximaciones de Padé. Utilizaremos algunos resultados de los g-polinomios pequenos
de Legendre para probar la irracionalidad, pero con una mejor cota para la medida de ir-
racionalidad de h,(1). La conexién con los g-polinomios pequenos de Legendre abren un
camino para probar la irracionalidad de g-extensiones de ((2) y ((3) en el espiritu de

Apery [10], usando g-polinomios ortogonales multiples [66].

5.3.1. Las series g-armodnicas

Supongamos que u es una medida positiva sobre la recta real con soporte infinito y para
la cual existen todos sus momentos. Si P,(x) (n =0,1,2,...) es la familia de polinomios

ortogonales respecto a i, esto es

/ Pu(#)Pu(@)du(z) =0,  m#n,

y @, el polinomio tiene grado n — 1 dado por
P,(z) — P,(z
Quz) = [ PE=B ), (67)
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entonces, como ya hemos estudiado en el capitulo 3 se tiene para f(z) = chz” la

n>0
siguiente aproximacion
P, (x
R - ) = [ 2 duw). = g sopli) (63)
Si desarrollamos 1/(z — ) como
I o ¢ a1
z—x 2kl T any — g’
k=0

entonces, de la ortogonalidad de P, se tiene que

PG - o) = = [ P ) = 001/,

" 2=
Esta expresion es la forma linealizada de las condiciones de interpolacién en torno a z =
oo para la aproximacién de Padé, luego que @Q,(z)/F.(z) es la ["T_l] aproximacién de
Padé para f(z) entorno de z = cc.

Para los g-polinomios pequenos de Legendre la medida p tiene como soporte
{¢"k=0,1,2,...}, con 0<gq<l.

Asi, sop p es un conjunto acotado en [0, 1] con 0 como punto de acumulacién. La medida

[ sta)duta) =3 ala)a"

La funcién de Stieltjes para esta medida es

viene dada por

du(z) = ¢ = 1 1
= [P = e p= e @
Si evaluamos esta funcién en p”, tenemos
o0 1 n—1 1
fE) =) gy =)= o (70)
—o P =1 P

Por tanto, si p es un nimero entero mayor que 1, f(p™) nos conduce a h,(1) més un nimero
racional — 3771 1/(pF — 1).

Ahora usamos (68) para los ¢g-polinomios pequenos de Legendre en z = p™, obteniendo

P.(p"lq) (hp(l) - i pkl_ 1) RVANEDS qu. (71)

no__
k=1 k=0 p q

Noétese que (17) nos proporciona la siguiente expresién

P.(p"lq) = [Z

k=0

n -+ k (_1)kpk(k71)/2. (72)

p

p
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la cual estd préxima al término b, obtenido en [8, pag. 277]. De hecho, el b, alli obtenido

corresponde a P, (p"™|q). Observesé que la construccién de Borwein (Lema 2 de [32]),
utiliza P,_1(cp™*t|q). Ademds, los nimeros g-binémicos {Z] , son polinomios en p con

coeficientes enteros, esto nos conduce de manera sencilla a la ¢g-version de las identidades

= + n—k |1V~
k L P
P P P

+k

del tridngulo de Pascal

nl  |n-— 4o n—

T P R
p p

Por tanto si p > 1, p € Z, luego {Z] y [n I } son enteros. Esto implica que (72), esto es

p p
P,(p", q) es un entero. Ademds, como p" > 1 y todos los ceros de P,(z|q) estéan en [0, 1],

podemos concluir que (—1)"P,(p"|q) es positivo para todo n.

Otro término importante en (71) es Q,(p"|¢), que puede calcularse explicitamente usando
(67)

Qn($|q> _ Z Pn<x|Q) — P‘n(qjlcﬁqj.

xr — g’
=0 ¢

Empleando las propiedades de los g-polinomios pequenos de Legendre podemos escribir

n . n n+k n—k)(n— q:l:q qj+1;qk i
Qulalg) = (-1 (—1iptn-binkinze 3o (@D = 00D s
= [k k T—q
= P P J=0
Ahora, de la siguiente igualdad
(g7 @)k — (ay; )i -
R > "y Der (4" 1 @)k,
=1

que se puede probar por induccion, obtenemos que

Qulalg) = (1Y [Z

k=0

n+k

(_ 1)kp(nfk:)(nfk+1)/2
k

p
k 9]

<Y g (e > @ (@ )
=1 =0

Por otra parte, de las propiedades de las series ¢-binomiales tenemos

o0
Y@@ e = (G9)e 126]
=0

(a; q)e_l(q”l, q)
(¢ 9)o

p

1—¢*
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Asi,

n k
. n| |n+k ) (" 'w; )i
Qulalg) = (-1 [k, O (73)
Evaludando z = p" y utilizando que
(@™ Qe = (0" D)i—ss
obtenemos
n k
. . n| |n+k k) P D)k
Qn(p"lg) = (=)™ [k L (—1)Fplh ’”1)/22(@—_)1“- (74)
k=0 "1, P - P

Todos los términos del miembro derecho son enteros, excepto los que tienen como denom-
inador p’ — 1. Para obtener un entero, necesitaremos multiplicar por un multiplo de p’ —1,
con { = 1,2,...,n. La elecciéon éptima deberia ser el minimo comin multiplo de tales
nimeros

dy(n) =mem(p—1,p> = 1,p* —1,...,p" — 1), (75)
pero desafortunadamente no se sabe mucho sobre esta cantidad. Otra posibilidad es tomar
(—=1)"(p, p)n, sin embargo este niimero es demasiado grande; de hecho crece como p™("+1/2,

cuando n — oo. Un factor util es

n

R T G O V225 LR Ay I B ,
i) = k_[g] +1(p ~ = S ps Y " l[n/Q]L(p’p)[(nH)/% 70

donde [n/2] es la parte entera de n/2. En efecto, si k > [n/2], entonces p* — 1 estd en el
producto definido midiante ch(n) y, por tanto, es un divisor. Si k < [n/2], entonces p* — 1
divide a (p;p)[n+1)/2) ¥, Por tanto, también divide a czp(n) ya que el coeficiente g-binomial
7 3n2/8

es un entero. Nétese que dp(n) crece como p cuando n — oo.

Asi, encontramos que los niimeros

~

bn = dp(n)Eu(p"l), (77)
0 = Q)+ b Y (78)
k=1

son enteros, de modo que planteamos la siguiente igualdad

oo Paldtle)
bnhy(1) = an = dp(n) Z qu-

k=0

(79)

Ahora,debemos probar que b,h,(1) — a,, # 0, para todo n, y

Iftm byhy(1) — a, = 0.

n—oo
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Luego, el lema 5.1 garantiza la irracionalidad de h,(1). Notemos que

ZOO Pula'la) o1 Po(g"|a) P (p"]a)
n _ ok n — ’
—~ pr—q Pup'le) &= " —¢"

[e.9]

Si sumamos y restamos P,(q*|q) en el sumatorio del miembro derecho de la igualdad,

tenemos
i Pn(qqu)qk 3 ip o (0"q) — n(qk|Q)qk Lo ! i Pﬁ(qk\Q)qk_
—pr—q" n (D" Iq — Pt —q* Pu(p™lg) &= p" — ¢"

Asi, el primer sumatorio de la derecha se anula debido a la ortogonalidad, luego

~

d
buhy(1) — an = it an a ’q q*. (80)

Todos los términos en el sumatorio son ahora positivos, y (—1)F,(p"|q) es positivo para

todo n, asi podemos concluir que
(=1)"(buhy(1) —a,) >0, n=1,2,...

Veamos ahora que esta cantidad tiende a cero cuando n — oo. Claramente p” — 1 <

p" —¢* < p" as que

q ]q k 1 - 2/ k k
_ P2 < < P
E q |C] q E =1 ;:0 n(q |q)q

Ahora, utilizando la norma del ¢g-polinomio pequeno de Legendre (16) se tiene

n+1

p (¢"la) p
_ . 1
p2n+1 -1 - % pn _ qk 7T = <pn _ 1)(p2n+1 _ 1) (8 )

Nos resta demostra el comportamiento asintético de P,(p"|¢), cuando n — oo. Para ello
podemos emplear un resultado general para secuencias de polinomios con ceros uniforme-

mente acotados.

Lema 5.5 Supongamos que P, es una secuencia de polinomios maonicos de grado n y que
los ceros xj, (1 < j < n) de P, son tales que |x;,| < M, con M independiente de n.

Entonces se tiene que para |z| > 1 y cada ¢ € C

lm |P,(ca™)|"/™ = |x|. (82)

n—oo

Demostracion: El médulo de la factorizacién del polinomio P, viene dada por

n
Py(x)] =[] = — zjnl.
j=1
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ademas,
|lz] = M| < |z — zjn| < ||+ M,

por tanto,
[lea™] = M|" < [Py(ca™)] < (Jex”| + M)"™.

Para n suficientemente grande se tiene que
ol (1 = o) < IPea) 1 <ol (lel+ 0 )
] |z]

lo que demuestra el resultado. 0

Obsérvese que podriamos permitir que M creciese, con n, exponencialmente. Los g-po-
linomios pequenos de Legendre, tienen sus ceros estan en [0, 1] asi que podemos usar el

lemma para M = 1. El coeficiente principal x, de P,(z|q) es, por (17), igual a k, =

2
(=" [ n] p~ 172 deduciendo que
n
P

lm |k, |/ = V/D-

n—oo

Por lo tanto, el lema 5.5 nos garantiza que si |x| > 1y ¢ € C, entonces
lim |, (ca"lq)['™" = v/p |2, (83)

Teorema 5.6 Supongamos que p > 1 es un entero. Sean a, y b, como en (77)-(78),
entonces a, € Z, (—1)"b, € N, y (—=1)"(b,h,(1) — a,) > 0 para n > 1. Ademds

lm [buhy(1) — ap|V/™ = p~*/® < 1,

lo cual implica que h,(1) es irracional con medida de irracionalidad r tal que 1,6 < r <
2,666 . . ..

Demostracién: Si tomamos z =py ¢ =1 en (83), entonces

z. T TL2
lim | P, (p"|g) '™ = p*%.

Luego, para el entero b,, de (77) se tiene que

lim |b, | = p'5/3,

n—oo

Obsérvese que b, tiene el mismo signo que P, (p"|q), esto es, (—1)". Ademas, (80) y (81)
nos muestran que
1y, oo d,(n)'/™*

, n2 _
T 1oaly(1) = anl ™ = e g P
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La irracionalidad ahora se tiene por en virtud del lema 5.1. Notese que la igualdad anterior

aporta una aproximacién por racionales a,, /b, de h,(1) satisfaciendo

1
= O (bnp(9/86)n2> )
para cada € > 0. Ahora, b, = p"2/8+0(n2)’

1
:O(W>, \V/€>O,

lo cual nos proporciona cotas para la medida de la irracionalidad, por ejemplo, 1+ 3/5 <
r<145/3. O

(079
hp(1) — .

Qp,
hp(l) - b_

La cota superior para la medida de irracionalidad es mejor que la dada en [8] (4.8). Una
mejora se consigue reemplazando d,(n) por d,(n) segin (75), pero entonces se necesita

. , 2
conocer una cota superior para limsup,,_, .. d,(n)*™ . Claramente,

lim sup dp(n)l/”2 <

lim czp(n)l/”2 = p’/s.

n—oo n—oo

Sin embargo, es posible que limsup,, . d,(n)"/" = p° para cierto ¢ < 3/8. Esto es un
problema abierto de interés, que consiste en dado p — 1 estudiar el comportamiento del

minimo comuin multiplo d,, de los enteros {1,2,3,...,n} para los que se tiene

lim d/" =e

n—oo

lo cual es equivalente al teorema de los niimeros primos.

5.3.2. El g-analogo del logaritmo de 2

Ahora veremos que un andlisis similar también prueba la irracionalidad de In,(2) para

cada entero p > 1. A continuacion, reescribiremos In,(2) usando series geométricas, esto

es,
o0 k o0

In,(2) = Y (1) = > (-1)F kzqﬂf
k=1 q k=1

El teorema de Fubini nos permite cambiar el orden de los sumatorios siempre que 0 < ¢ <

1. Asi o -
In,(2) = Y > (—1)fg"UtV

j:0 k=1

- _Zl+q3+1
B _;p’“rl'




Por tanto, si podemos evaluar la funcién de Stieltjes (69) para z = —p", entonces tendremos

que
o) 1 n—1 1
Fr) = =3 Sy =)+ 2

Asi, f(—p") nos conduce a In,(2) junto al nimero racional S 7—; 1/(p* + 1). Deducimos

como en la seccién anterior y evaluamos (68) para los g-polinomios pequenos de Legendre

en z = —p", esto es,
— 1 o~ Puld*la) 4
Pu(=p"|q) | Iny(2) + —Qu(-p"lg) =) ———q".
(=#7la) {2+ 3 Sy | = @l = =3 S

Aqui podemos usar (17) para constatar que

Pu(=p"lg) = [Z

k=0

n+k b

1 p

» =1

ph—1
p

Ast, dy(n)Q,(—p"|q) es un nitmero entero. Para que la cantidad adicional

—_

3

1
pr+1

B
Il

0

sea un entero debemos multiplicarla por un multiplo de p* + 1, con k = 0,1,2,...

Usaremos (—1)"(—1;p)n, el cual crece como p™ /2. Asi, si elegimos los enteros

~

bn = (=1)"(=L;p)ady(n) Pu(=p"lq),

n—1
R 1
ap = —1)" _1;}7 nd n Qn _pnq _bn 1
(=D)"(=Lp)ndp(n)Qn(—p"lq) 2
tenemos que
. =, P,(q"
b 1y(2) = 0 = (<1 (~Lip)udy(m) S T ID
o P4

n—k.
(_1)k (n—k:)(n—k-i—l)/QZ (—p ,p)H‘

(37)

Teorema 5.7 Supongamos que p > 1 es un entero. Sean {a,} y {b,} como los dados en

(35)-(36), entonces a,, € Z, b, €N, y b, In,(2) — a, < 0. Ademds

Ifm |by In,(2) — a, |V = p~2/% < 1.

n—oo

O sea, In,(2) es irracional y su medida de irracionalidad satisface
1,263 < r(In,(2)) < 4,8.
Demostracién: Sustituyendo ¢ =1y x = p en (83), obtenemos

lim by/™ = p'¥/®,

n—oo
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Por otra parte, tenemos que

i P”iqqu)q’“ _ i Pid'la)

et —pn — ¢ plq ——pt —

yp" <p"+¢ < p'+ 1, para cada j, que combinado con (37) implica

(=" ( :D)ndy(n) pt -
Po(—p"lq) (pn+1)(p*>tt —=1) —

—(bn I, (2) — ay)

(—1)"(=1;p)ady(n)  p
Po(=p"lg)  pH -1

Mediante las desigualdades anteriores podemos encontrar los comportamientos asintéticos
1912 /84-0(n?
[8+o(n®) v

necesiarios para obtener la irracionalidad. Obsérvese que b, = p

1
:O(W), \V/€>O,

de donde deducimos las cotas para la medida de irracionalidad, esto es, 1 +5/19 < r <
1+19/5. 0

Qn,

lnp(2) T

La cota superior para la medida de irracionalidad es la misma que la obtenida en [8]. Esta
puede mejorarse reemplazando (—1)"(—1;p),, por el mfnimo comin mltiplo de p*+1 para
k=0,1,...,n—1y cip(n) por el minimo comtn multiplo de p* — 1, para k = 1,2,...,n.

2

Ademas, se puede encontrar el comportamiento asintético de las raiz n*-ésima de estas

cantidades.

5.3.3. Mejora de medida de irracionalidad de h,(1) y In,(2)

Esta apartado es una consecuencia del estudio de la denominada funcién de Euler y los
polinomios ciclotémicos @, (), ya que gracias a estos se mejora substancialmente dichas

cotas.

Definicién 5.1 La funcién de Euler de un niumero natural n se define como la cantidad

de enteros positivos menores que n que son primos con n, esto es,
en):={meZ:1<m<nymed(m,n)=1}.

Esta funcién posee varias propiedades que en manuales de algebra conmutativa pueden

encontrarse, por ejemplo, relaciona a dicha funciéon con los polinomios ciclotémicos.

Definicién 5.2 Dado un nimero natural n, se define el polinomio ciclotémico ®,,(x) como

o, (r) = H <x—62mTﬂ>

1<m<n
med(m,n)=1
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De hecho, entre las propiedades que posee estos polinomios caben destacar las siguientes
1. ®,(z) es un polinomio con coeficientes enteros.
2. ®,(x) es irreducible en Q[z].
3. El grado de ®,,(z) es ¢(n).
4. 2" =1 =T, ®u().

Teniendo en cuenta estas propiedades es sencillo mostrar que para p suficientemente grande
dp(n) =mem(p — 1,p> = 1,--- ,p" = 1) < @y(p) - Dy(p) - -~ P (p) = p?V oo,

Lema 5.8 (véase [40, pag 139] y [49])
3 o
Z p(m) = —n”+ O(nlogn).
m<n &
Empleando este lema se tiene que

o 3
,}LIEO dzl)/ (n) = =

Por tanto, de esta expresién se deduce que para h,(1) se obtiene

2_ 345 > 3.3
lim |b,|Y™ =p2¥7® = lim |buhy(1) |V = prrE,
Luego,
2 2
1,663 ~ <r(hy(1)) < ~ 2,508.
’ 7T2—|-2_T< P( ))—71_2_2 )

El caso [n,(2) es algo mas complejo ya que debemos determinar

4
mcm(p+ 17p2 + 1a s ’pn + 1) < CI)Q(:E)(I)4<$) e ¢)2n ~ pp b — o0,
de donde i e 6 s
lim |6, =p2¥® = lim [byhy(1) — @[V = pr2 2.
Por tanto,
2, < 272
1,4232 ~ 37 +4 <r(lny(2)) < 1" 3,363.

Notese que ambas cotas mejoran sensiblemente las anteriores que estaban establecidas

entre
1,6 < r(hp(l)) <2,6666 y 1,263 < r(lnp(Z)) <4.8.
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6.

Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se anade una lista de problemas abiertos que abordaremos proximamente

como parte del proyecto de tesis doctoral.

1)

2.)

Determinar el algebra dinamica correspondiente a los ¢-polinomios ortogonales de
Askey-Wilson.

Plantear un problema de aproximacion de tipo II respecto a g-medidas dicretas,
esto es, desarrollar las técnicas necesarias para estudiar las propiedades analiticas y
algebraicas de los correspondientes ¢g-polinomios multiortogonales.

Determinar la correspondiente g-ecuacién en diferencias que verifica cada una de las

familias de g-polinomios multiortogonales.
Estudiar el algebra dinamica asociada a los g-polinomios multiortogonales.

Definir una ¢-funcién analoga a la funcion Zeta de Riemann y emplear el problema
abierto 2 para plantear un problema de aproximacién de tipo I y de tipo II que

guardando las pautas expuestas en la seccion 5.2, aproxime a dicha g-funcion.
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