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Primeros principios
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Sea & un ndmero real.

Dicho niimero es racional si existen nliimeros enteros m y n,
con n # 0, tales que

o= —.
n

El ndmero se dice irracional si no es racional.
V2 el

Hay diferentes tipos de niimeros irracionales: algebraicos,
trascendentes, ...

7-‘-7 %7 e7 ’Y?

El nimero « es algebraico si la raiz de determinado polinomio
p(x), i.e. p(a) =0.

a=v7 = px)=x>-T1.



Primeros resultados

Lemma (Lemma de irracionalidad)

Sea x un nimero real. Si existen enteros p,, y q,, tales que:

» q,x—p, #0 para cadan=0,1,...,
» lim g,x—p,=0,
n—o00

entonces x es irracional.

Proof.

Si x es racional, entonces x = p/q, por tanto

P4,—qp, #0 = |pqg,—qp,l =1, n=0,1,..

por tanto
lg,x — p,l = 1/|ql,

luego la segunda parte no puede darse. [
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» Observe que el lema implica que dichos nimeros irracionales x
pueden aproximarse a través de nimeros racionales p,/q,
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Medida de irracionalidad

» Observe que el lema implica que dichos nimeros irracionales x
pueden aproximarse a través de nimeros racionales p,/q,
tanto como queramos.

» Sea x un ndmero real y sea ‘R el conjunto de nimeros reales
positivos p para los que

0<

p 1
X _—

q g
tiene (a lo mds) un ndmero finito de soluciones p/q con py q
enteros. La medida de irracionalidad se define como el umbral
en el que x ya no es aproximable mediante nimeros
racionales, i.e.

x) = inf u.
(x) il
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Medida de irracionalidad

» Observe que

u(x):sup{u20:0<

q| = g~

» Dirichlet (c. 1849) Si x es irracional, entonces p(x) > 2.

» Si x es racional, entonces yu(x) = 1.

» Roth (1955) Si x es irracional algebraico, entonces p(x) = 2.



Funciones Hipergeométricas

Son de la forma

,__ ( a;, ay, ..., a,
s\ by, by, ...\b

S

S = (a)(@)k ---(a )kzk
) Eowu (b k

donde (a), =1,y (a), =a(a+1)---(a+ k — 1) para todo k € N.

Recurrencia de la funcién de Gauss

La funcién f, = ,F;(—n, b; c; z) satisface la ecuacién en diferencias

(c+nf,=(c+2n—bz—nz)f +n(z—-1)f_,,

- - e . _ _ b
con condiciones iniciales fy =1y fy =1 - 2z



Primer resultado clave

El algoritmo de Zeilberger

Es un algoritmo que encuentra una recurrencia polinomial para
determinadas series hipergeométricas de la forma

zn: (”) [T, (an + dk +a)! _ Cnle(i”“"a_f')! n

B Z B
2\ k) TIZ , (b;n + bk + bY)! 112, (b

;) — e " =5 LM
donde a;, a,3;, b;, b}, b; son enteros y a’, a;, b/, bl, C, x y z son
nimeros complejos.
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Ejemplo

» Consideremos la sucesidn

- (—K)nlk +n+2),
Rn_kz_:n(zk+n+2) k=17,

» Desarrollando dicha serie se tiene
R, = a, = b,((3)
» Usando el algoritmo de Zeilberger obtenemos que R, satisface
nu,_;+(2n+1) (170° + 170+ 5) u, + (n + 1)%u,,; =0,
con ciertas condiciones iniciales.

» De hecho a, y b, satisfacen la misma ecuacion en diferencias.
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Ejemplo
> Si lo redefinimos como S, = (—1)"(n!) R, entonces S,
satisface

nu,_ 1+ (2n+1) (17n% + 170 +5) u, + (n +1)%u,,; =0

» Esto es una ecuacion en diferencias de segundo orden:
Po(n—1) u,_y + py(n)u, + po(n)u,, =0
Po(m) AV 4, — Vpy(n)V u, + (po(n = 1) + py(m) + po()) 1, = O

> Las raices del polinomio caracteristico A\> + 34\ + 1 = 0 son
A~ —0.03 A, &= —33.97

» Ademas



Teorema de Poincaré

Supongamos que las raices caracteristicas de

Upyg + Pg_1(MUyrg 1+ -+ pr(n)u, g + po(n)u, =0

tienen distintos médulos. Si u, resuelve la recurrencia anterior,
entonces u, = 0 para todo n suficientemente grande, o

u
, 1

lim 2L =,

n—oo U,

para cierto k € {1,...,d}.



Ejemplo
En este ejemplo se tiene que
R,= 2, b,C(3)
y ademas aplicando el Teorema de Poincaré

n Sn ~ (_)‘1)”
(n)*  (n)?
~ (FA)"

T ()2

pero ojo, que dichos nlimeros a, y b, no son enteros, si no
ndmeros racionales.

R, =(-1) — 0,

a

n

b

n

‘ Ry

= ‘C(3)—Z”

n
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La ecuacién en diferencias [

» Son de la forma

po(muy + pr(n)uy 1 (n) + - 4 pg(n)u, 4 =0

donde deg p, es un polinomio k =0,1,...,d

» En los casos que encontramos en la literatura se tiene

py(n) = P(n+1)D,,  po(n) = P(n)N,

y deg p,(n) es constante, i.e. degp,(n) =T, k=0,1,...



Primeras relaciones con Wronskianos

> Si se tiene una expresion de la forma

R, = ag(n) + a1 (n)ny + ay(n)n, + a3(n)n;



Primeras relaciones con Wronskianos

> Si se tiene una expresion de la forma
R, = ag(n) + a;(n)ny + ay(n)n, + as(n)ns
» Entonces

Wn(R’ 17 2) — Wn(Oa 17 2)+Wn(3? 17 2)773 — Wn(O, 1’ 2)+Wn(17 2’ 3)7737

donde
R, ay(n) ay(n)
Wn(Ra 17 2) — RnJrl al(n =+ 1) 32( =+ 1)
R,.» ai(n+2) ay(n+2)
ysii#j#k

a;(n) 3j(”) ai(n)
W,(i,j, k) = |a(n+1) aj(n+1) a(n+1)
a(n+2) a(n+2) a(n+2)



M3as relaciones con Wronskianos

» Supongamos que

po(n)ay(n) + py(n)a;(n+1) + py(n)ay(n+2) + p3(n)a;(n + 3)
Po(n)ay(n) + pi(n)ay(n + 1) + py(n)ay(n +2) + ps(n)ay(n + 3)

0,
07
po(n)az(n) + py(n)az(n + 1) + py(n)az(n +2) + ps(n)az(n+3) = 0



M3as relaciones con Wronskianos

» Supongamos que

po(n)ay(n) + py(n)a;(n+1) + py(n)a;(n+2) + ps(n)a;(n+3) = 0,
Po(n)ax(n) + py(n)ay(n+ 1) + py(n)ay(n +2) + ps(n)a(n+3) = 0,
po(n)az(n) + py(n)as(n + 1) + py(n)az(n+2) + ps(n)az(n+3) = 0.

» Manipulamos las expresiones para eliminar p;(n) quedando

G el
PIW,(1.2) = poWoa(1.2) + oyl (207 D) 220 3 —

CEE W
po(MW,(2,3) — po(n)W,11(2,3) + p3(n) zz(n—kl) zz(”+1) 0.




M3as relaciones con Wronskianos

» Supongamos que

po(n)ay(n) + py(n)a;(n+1) + py(n)a;(n+2) + ps(n)a;(n+3) = 0,
Po(n)ax(n) + py(n)ay(n+ 1) + py(n)ay(n +2) + ps(n)a(n+3) = 0,
po(n)az(n) + py(n)as(n + 1) + py(n)az(n+2) + ps(n)az(n+3) = 0.

» Manipulamos las expresiones para eliminar p;(n) quedando

G el
PIW,(1.2) = poWoa(1.2) + oyl (207 D) 220 3 —

CEE W
po(MW,(2,3) — po(n)W,11(2,3) + p3(n) z;(”+1) zz(”+1) 0.

» Si ahora eliminamos p,(n) se obtiene tras algunas
manipulaciones

pl(n) Wn(1> 2,3) + p3(n)W +1(17 2,3)=0.

n



M3as relaciones con Wronskianos
» Supongamos que

po(n)a;(n) + py(n)a;(n+1) + py(n)ay(n +2) + p3(n)a;(n+3) = 0,
Po(n)ax(n) + py(n)ay(n+ 1) + py(n)ay(n +2) + p3(n)ay(n+3) = 0.



M3as relaciones con Wronskianos
» Supongamos que

po(n)ay(n) + py(n)ay(n + 1) + py(n)ay (n +2) + ps(n)ay (n +3)

Po(n)ay(n) + pi(n)ay(n + 1) + py(n)as(n +2) + p3(n)ay(n+ 3) =

» Manipulamos las expresiones para eliminar p;(n) quedando

a(n+3) a(n+3)| _

pO(n)Wn(l,2)—p2(n)Wn+1(1,2)+p3(n) a(n+1) a)(n+1) -

0.

=



M3as relaciones con Wronskianos
» Supongamos que

po(n)a;(n) + py(n)a;(n+1) + py(n)ay(n +2) + p3(n)a;(n+3) = 0,
Po(n)ay(n) + pi(n)ay(n + 1) + py(n)ay(n +2) + p3(n)ay(n+3) = 0.

» Manipulamos las expresiones para eliminar p;(n) quedando

WL, 2)— o) Wiia (1. 2) ) [0 ) 2203 g

a;(n+1) ay(n+1)

» Teniendo en cuenta las recurrencias originales tomando
n+— n+ 1, multiplicamos la expresién anterior por py(n+1) y
simplificamos

po(m)po(n +1)W,(1,2) — py(n)po(n + )W, 14(1,2)
+p3(Mpi(n+1)W,15(1,2) = ps(n)ps(n +1)W,45(1,2) = 0.



Ultimas observaciones
» Supongamos que p;(n) = A\.nT +O(nT"1)i=0,1,..,3y que
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Po(n)po(n + 1)W,(1,2) — py(n)po(n + L)W, 1(1,2)
+p3(n)py(n+ )W, »(1,2) — p3(n)ps(n + )W, 3(1,2) = 0



Ultimas observaciones
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» De la primera ecuacion se decude que la ecuacién
caracteristica es

Ao + A x + Aox? + Ax3 =0

con raices rq, ry, I3.



Ultimas observaciones
» Supongamos que p;(n) = A\.nT +O(nT"1)i=0,1,..,3y que
po(muy(n) + py(n)uy(n+ 1) + py(n)uy(n +2) + p3(n)uy (n+3) = 0
po(n)po(n +1)W,,(1,2) = py(n)po(n + 1)W1 (1,2)
+p3(n)py(n+ )W, 5(1,2) — ps(n)ps(n +1)W, 5(1,2) = 0

» De la primera ecuacion se decude que la ecuacién
caracteristica es

Ao + A x + Aox? + Ax3 =0

con raices rq, ry, I3.
» De la segunda ecuacién se decude que la ecuacién
caracteristica es

i A \? a3
bt (50) +a (S20) +(50) =

con raices ryr,, rirs, rprs.



Solo si |A| < |pl.

\c(s) .

a

n

n

n

7

n
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Problemas abiertos

» Obtener la mejor medida de Irracionalidad de 7, {(2), y otros.
Lectura recomendada:  https://wain.mi-ras.ru
> Irracionalidad de ciertos nimeros:

¢(5), ¢(7), v (Euler-Mascheroni), otros

» Dada una ecuacion en diferencias con coeficientes polinomicos
iqué numeros irracionales pueden aproximarse con esta?


https://wain.mi-ras.ru

Esto es todo, amigos! ;)

Gracias por vuestra atencion



[ Walter G. Kelley and Allan C. Peterson.
Difference equations.

[4 H. Poincaré.
Sur le probleme des trois corps et les équations de la
dynamique.

(4 D. Zeilberger.
A fast algorithm for proving terminating hypergeometric
identities.
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