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Matrices y grafos



Primeros principios

» Una matriz es totalmente positiva (TP) si todos sus
menores son positivos. Por ejemplo:

1 2
A=11 3
1 4
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» Una P-matriz tiene sus menores principales son positivos.
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matrices TP, e identificarlas como listas ordenadas.



Primeros principios
» Una matriz es totalmente positiva (TP) si todos sus
menores son positivos. Por ejemplo:

1 2 3
A=11 3 5
1 47

» Una P-matriz tiene sus menores principales son positivos.

> Nos interesa en particular ciertas submatrices de dichas
matrices TP, e identificarlas como listas ordenadas.

» Si consieramos «, f C {1,...,n} con |a| = |B] = k
denotaremos por Ala; 3] a la submatriz de tamafio k x k de A
cuyas filas y columnas vienen dadas por a y 8

respectivamente.
1 3
Al2,3;1,2] = (1 4>



>

Il
—= =
A 0N
~N O W

» Denotaremos por A(«; /3) a la submatriz de tamafio
(n— k) x (n— k) de A donde eliminamos las filas y columnas
de A que vienen dadas por « y 3 respectivamente.

A(2,3;1,2) = (3)
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» Denotaremos por A(«; /3) a la submatriz de tamafio
(n— k) x (n— k) de A donde eliminamos las filas y columnas
de A que vienen dadas por « y 3 respectivamente.

A(2,3;1,2) = (3)
» Ademas, denotaremos por

Ala; a] = Ala], Ala; a) = A(w).



La identidad de Sylvester

1
A=11
1

A~ N

~N O W
SN—————

|dentidad de Sylvester

Ejemplo: Si o = = {1,2,3}, entonces
o ={1,2}, 'a={2,3}, y o ={2}.



Una identidad mas

Sea A= Adj(A) para tal que

AA = AA = (det A)I.



Arboles
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Arboles




Introducimos el problema que relaciona las matrices y los

arboles

Problema: Dado un arbol T y una matriz A que es T-TP con
respecto a dicho arbol. Esto es, por cada ruta que tengamos en el
arbol «, Ala] es TP.

Para cualquier arbol T, el vector propio asociado con el valor
propio mas pequeinio de una matriz T-TP debe formarse de acuerdo
con el arbol etiquetado T. (la conjetura T-TP).

Observaciones:




Casos resueltos



Caso primero: La estrella de 5 puntas [2]
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Queremos probar que:

|
++ + |
+ 4+ |

++ + |



Dado que

AA = (det A)/,
siendo
77 7 7
~ ?
i-|? o
? + 4+ +
7+ 4+ +

> Entonces a;, <0, a;3 <0y a;, <0.
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siendo
77 7 7
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A— ? = GF T
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> Por simetria: a,;, <0, a3; <0ya,; <0



Dado que

AA = (det A)/,
siendo
77 7 7
. ?
A— ? = GF T
? + 4+ +
7+ 4+ +

> Entonces a;, <0, a;3<0ya;, <0
> Por simetria: a,;, <0, a3; <0ya,; <0

» Finalmente a; ; > 0.



Caso segundo: La estrella de n puntas [2]
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Queremos probar que:

- ()

-+



Ultimo caso [1]

Partimos de un arbol T, y su matriz asociada A que es T-TP.

Supongamos que para cada hoja {p} del arbol se tiene que A(p) es
una P-matriz.

Y supongamos que det(A) > 0.

Entonces el vector propio asociado con el valor propio mas
pequeno de A se formar de acuerdo con el arbol etiquetado T.






Estrategia

» Queremos demostrar que

signo (det(A(i: /) = (~1)o,0; = (~1)signo (5,. J) .



Estrategia

» Queremos demostrar que
signo (det(A(i; /))) = (~1)*o;a; = (1) signo (&, )

» Un resultado vital es el siguiente: Dada una matriz A,
entonces para cualesquiera i, j, k tales que 1 < i,j, k < n, se
tiene

donde N = {1,...,n} \ {i,J, k}.

» Para cualesquiera dos hojas p; y p,

S1gHO (aP17P2> = 9%y

donde se usa que siempre disponemos de, al menos tres hojas
en un arbol.



Estrategia

» Sea p una hoja. Para cualquier i se tiene signo (5, p> = 0,0;



Estrategia

» Sea p una hoja. Para cualquier i se tiene signo (5, p> = 0,0;

» Para cualesquiera i, se tiene que signo (aiJ) = 0;0;.



Estrategia

» Sea p una hoja. Para cualquier / se tiene signo (5,-4,) =0

» Para cualesquiera /,j se tiene que s1gno< ,J) = 0;0;.

» Supongamos que signo ( > # 0,0;.

i djp
psi “p,p

det A[j, p; i, p] =

Como det A > 0 entonces

signo (det Alj, p;i, p]) = signo((— 1) det AN, o

que es igual a signo((—1)"*/ det A(p)(i; J)) = 0;0;.
Que es una Contradiccion!.

p

= signo(det Z[/, pii,pl) =—

j7p])

o -

1

g;

J'.



Algunos ejemplos numéricos

5 77 10 17 49

® 40 137 3 1 8
A= |57 74 86 15 47
94 2 8 86 58
48 41 4 4 78

@
detA<0ydetA(5) <0
En este caso Ay = —2.54 y su
1 autovector es

xT ~ [-68.08,32.75,26.69, 45.57, 1].
deberia tener patrén de signo:

XT = [_7+7+7+7 _]



Esto es todo, amigos! ;)

Gracias por vuestra atencion
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