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Introduccion

> El FM fue utilizado por Darboux y Schrodinger para re-
solver ED’s.

> Infeld and Hull para obtener soluciones analiticas de ED.

> F'M esta basado en la existencia de los denominados oper-
adores creacion y aniquilacion asociados a la ED que nos
permite escribir explicitamente las soluciones de la ED de
una forma sencilla.

> FEste trabajo esta basado en una idea de Bangerezako y de
Lorente que realizaron sendos trabajos asociados al caso
discreto y continuo.

> Fste trabajo generaliza la idea de los anteriores al caso q
en la red mas general z(s) = C1¢° + Coq™* + Cj.



Algunas Propiedades basicas de los g-polinomios

En primer lugar discretizamos la ecuacion clasica
a(s)y” +7(s)y' + Ay =0,

aproximando las derivadas primera y segunda adecuadamente,
y obtenemos la ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrico

A Vy(s) Ay(s)
7(8) Rt = iy [Vx(s)] 7 Rs)

+ Ay(s) =0,
(1)

a(s) = a(x(s)) — 57(x(s))Ax(s — 3), 7(s) = T(2(s)),
donde
Vis)=f(s)=fls=1) v Af(s)=fls+1)— f(s)
denotan las diferencias finitas ascendentes y descendentes,
deg(5) <2, deg(f) =1 v A es constante.

. Porqué se denomina de tipo hipergeométrico?
Si y(s) es solucion de (1), entonces la funcion

A A A
Yi(s)g = Axy_1(s)Axy_o(s) A:c(s)y<8)

tambien satisface una ecuacion del mismo tipo.

= AWy(s),



+ pryi(s)g = 0,

(2)

A Vyi(s)g Ayi(s)q
O(S)A:Uk(s ) [ka(s) ] + 71(8) Azy(s)
donde xi(s) = x(s+ &)y

o(s+k)—o(s)+71(s+k)Ax(s+k — %)
Axy_1(s) ’

Tr(s) =

Las ecuaciones en diferencias anteriores tienen soluciones poli-
nomicas si y solo si

z(s) = c1(q)q” + caq)qg " + c3(q),

donde c¢1, ¢o y c3 son constantes que pueden depender del
parametro q.

Ecuacion en diferencias simetrizada

A Vyk(s) B
Azy(s — 1) [0<S>pk(S)V$k(S)] + pkpr(s)yr(s) = 0,
Foérmula de Rodrigues
A A (). = AB P (2(s A 1By
Axp_1(s) A:U(S)P”( (s))g = AYP,(x(s))q ()
donde
v F(s) v v v £(5).



Condiciones de ortogonalidad

Si se verifica la siguiente condicion de contorno

o(s)p(s)x" (s — l) =0, Vk>0,

entonces los polinomios P,(s), son ortogonales, i.e.,

1

b—1
> Pulw(si)gPul(s:))gp(s:) Ax(si — 5) = Oy, si1 = i+ 1,

donde p(s) es una solucion de una ecuacion tipo Pearson.
TTRR

El hecho de que sean ortogonales nos garantiza una relacion
de recurrencia a tres términos

2(8)Pp(2(8))g = an P (2(8))q 00 Pr(@(8))g+7m Pa—1(x(8))q;
donde «;,, 3, and 7, son constantes.
B, A\, [2n],2n + 1],

Bn—I—l [n] q )‘Qn >\2n—|—1

donde Ay, son los autovalores asociados a los polinomios P(x(s)),

Ay =




Formulas de diferenciacion

VP,(z(5)y  An Ta(s) () Qp A2y, (s
U(‘S) VSC(S) - [n]q - Pﬂ( ( ))q [2n]q PTH—l( ( ))Cb

n

y

ols)+ 7(s)Aa(s = PIETEEEI - B p ()0

22 Nafs ) = 22 (a(s) = )| Pulaloll

nly 7 [2n],

Las soluciones son de la forma

—n 2ptn—1l+vi,s; S1—S S1+stu
P ( ) . D q 7q 7q 7q .
n S q n 4¢3 q81+82+:u q31+33—}—ﬂ q31+34—}—lu ) Q7 q Y
Y Y

donde D,, es una constante y la serie hipergeométrica basica

Alyevny a 0 ( ) '(Gr; ) Zk FRT
@, ( bi ,,,,, by 9 Z> = kzo (bi Z)Z -(bp;g): ron [(_1)kq2(k 1)]
y
k—1
(G, Q)k — (1 — aqm>’



Funciones ortonormalizadas

on(s) = v/ p(s)/di P(x(s))q-

Para estas funciones se tiene

b—1 1
Z ©n(8:)0m(si) Ax(s; — 5) = Onm-

De hecho, la ecuaciéon en diferencias que ahora verifican es de
la forma

= VOs x0)
+/60s - 1>>o<s>v —

- (f§f§> - vag% ~ Aniz(s - 5) ’

donde O(s) = o(s) + 7(s)Az(s — 3).
Verifican tambien una TTRR

d, dy
d+190n+1(3) + Qn—17 1%—1(8) + (Bn — 2(8))en(s) = 0,

Qi



Método de Factorizacion

Proposicién 1 The operator H(s,n) is self adjoint.

Si ahora definimos los operadores

1

LT (s,n) = u(s,n) ++/6(s — 1)0(S>W—<S>E—,
L (s,n) = v(s,n)] +/6(s)o(s + 1) AQ}(S)E*,
donde
o) = - 0
v(s,n) = —Q—Tq@:) + AAx(s — 1) + [;;?q (2(s) — Ba) — faf(ss)).

Proposition 1 Los operadores creacion L™ (s,n) y destruccion
L~ (s,n) son operadores adjuntos uno del otro.

Proposicién 2 Las funciones u(s,n) y v(s,n) satisfacen
la relacion
u(s+1,n) =v(s,n+1).

Por definicion de dichos operadores, satisfacen las siguientes
relaciones

H<87 n)gpn(8> =0,

Ao dp
qg Un
Aoy dy,— Aoy dy
L™ (s,n)pn(s) = g o1 (8) = g Pn-1(5).

2nl, d, 2n], dp—1




Resultado Principal

Teorema 3 El operador H(s,n), correspondiente a la ecuacion
en diferencias asociado a las funciones ortonormales @, (s),
admate la siguiente factorizacion —usualmente llamada la
Factorizacion de tipo Infeld-Hull-

u(s+1,n)H(s,n) = L™ (s,n+1)L"(s,n) — hT(n)1,

u(s,n)H(s,n+1)=L"(s,n)L”(s,n+1) — hT(n)l,

respectivamente.

Ejemplos

Ahora aplicaremos este resultado a algunas familias de g-polinomios
ortogonales cuyo interés aparece en ciertas ramas de la fisica
matematica tales como el oscilador armonico, representacion

de grupos y algebras de Lie, etc.

1 The Al-Salam & Carlitz functions I and 11

Eistos polinomios aparecen en ciertos modelos de g-osciladores

armonicos. Los datos de esta familia son
1

~ ~ a+1~ qi_n 1—na+1

//:1 /O:_ O: /:— nO: .

7 =1L F0) = - 50 = a7 = 0) = ¢
ql—n/Q n n—1/ n

)\n — [n]qq 1 y Qp = 17 ﬁn — (1+a)q y In = Qg (q _1)7

Funciones ortonotmales

\/ (qr,a~'qz; q)oo(—a)q'?) q
(

201 q; —

) == 0)(q:@)n(q: @, q/a; @)oo 0 a




Hamiltoniano
Va—1)(z—a)  +/algz—1)(gz—a) .
di—qh T aq-1

= 1) 2
n q I—f—Q(a—l_ )_ [ ]qx—l I,
l—q q—1 Kq

H(x,n)=

Operadores creacion y destruccion

Va(z —1)(z — a)

(g —1)

L™(z,n) = u(z,n)I+q E", B f(z) = flq '),

y

Valgr — 1)(qz — a)

(g —1)

L~ (z,n) =v(z,n)l+ ET, ETf(z) = f(qx),

donde u(x,n) = *Lx

Con tales operadores, obtenemos

B Hx,n) = aql—n(qnﬂ _ 1) vlxr,n ,n
L™ (x,n+1)L"(x,n) TS I+v(x,n+1)H(x,n),
y

x,n— _xn:an_”(q"—l) u(x,n— T, n
L (rn =)L () = S = (e, n =1z, ),

2 The Askey—Wilson functions

Esta familia esta definida sobre la red no lineal

o(s)= 5+ ) =7

Y sus parametros son

o(s) = =g 2" Pk2g —a) (g =b)(g'—e)(g'—d), Ky = (g2—q ?)

v 7(z) = 7(x) = 7’z + 7(0), donde

7' = 4(q—1)(1—abed), 7(0) = 2(1—q)(a+b+c+d—abc—abd—acd—bed).
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Esta familia satisface una condicién de ortogonalidad del tipo

1
/ w(x)pn(x; a,b, c, d)pm(x;a,b, c,d)\/1 — 22k, dx = Srmd>,

1

donde ¢° =€, x = cos¥,
o(z) = — @ Dh@ —Dh(e. @b, ~¢h)
21ky(1 — z%)h(z, a)h(x,b)h(x, c)h(x, d)
y o0
h(z,a) = H[l — 2axq” + o*¢*.
k=0

La norma para dicha familia es de la forma
(abedq"™"; q)n(abedg™; q)

d’> = .
(g™, abg", acq™, adq™, beq™, bdq™, cdq™; q)oo

n

Y al igual que el ejemplo anterior satisface una TTRR con
coeficientes

. a + a_l _ (An + Cn) CnAn—l

ay, = 1, ﬁn— 9 sy In = ) )

where A,,, C,, are defined by
4 — (1 — abq)(1 — acq™)(1 — adq™)(1 — abedq™™*)
" a(1 — abedg® 1) (1 — abedg®) ’
o — 9= ¢")(1 = beg" (1 — bdg")(1 — edg")
" (1 — abedq®—2)(1 — abedg® 1) ’
Sus autovalores son A, = 4¢~""(1 — ¢")(1 — abedg" ). Con
todo lo anterior los parametros que necesitamos son

6" = —4(q — 1*(1 + abed)q~ V2,

7(0) = (g — 1)%(a+b+c+d+ abe+ abd + acd + bed)gV?,
5(0) = (¢ — 1)*(1 — ab — ac — ad — bc — bd — cd + abcd)q_1/2,
7= 4q7"(q — 1)(1 — abedg™),

7,(0) =2(¢ — 1)(—a — b — ¢ — d + (abc + abd + acd + bcd)q”)q—”/?
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Operadores creacion y destruccion

N 2q3/2 -
L7 (s,n)=u(s,n)I + B — 1]qG(S,CL, bc,d)E~,
B 2q3/2
L~ (s,n)=v(s,n)l + s 1 1]qG(S +1,a,b,c,d)E™,

donde E~f(s) = f(s — 1) and ETf(s) = f(s+ 1),

w(s.n) = Dy (s)+ Dy By g 212 =@ = 0@ = o)lq" = d)

2s — 1],
con

D, = —4q %12 (g — 1)(1 — abedg™™Y).

(—a —b—c—d+ (abc + abd + acd + bed)q")g"/?

E, =
2(1 — abedg?®)

4

G(s,a,b,c,d) = H(l — 2¢%iq~12x(s — 1/2) + g 1g%5).
i=1

Finalmente, con todo lo anterior obtenemos

L= (s,n+1)L"(s,n) = Doy DapioVui1d +v(s,n+1)H(s,n),
y

L™(s,n—1)L™(s,n) = Doy _9DoyvpI +u(s,n —1)H(s,n),

que es la formula de factorizacion asociada a las funciones
ortonormales asociada a esta familia de g-polinomios ortog-
onales.
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