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¿Qué es una función hipergeométrica?
Consideremos la ecuación diferencial de segundo orden:

<latexit sha1_base64="HRfCq+Y0s+tk43ipYGlbh/t843E="></latexit>

xy→→(x) + (1 + ω→ x)y→(x) + 7y(x) = 0

Si f(x) es una solución, entonces es sencillo comprobar que f’(x) es solución de

<latexit sha1_base64="GecgtIPBjdEmq4H6lRQ1uyxF+o8="></latexit>

xy→→(x) + (1 + (ω+ 1)→ x)y→(x) + 6y(x) = 0
<latexit sha1_base64="U4orK1OUtcsg1Us0aU6bwVeIOq4="></latexit>

y(x) = x7 → 49x6 → 7ωx6 + 882x5 + 273ωx5 + 21ω2x5 + 7350x4 → 3745ωx4 → 630ω2x4 → 35ω3x4 + · · ·
<latexit sha1_base64="6dmShNUPkJL9DWsm9vc0NIcK4tI="></latexit>

y(x) = L(ω)
7 (x) = 1F1

(
→7

ω+ 1
;x

)
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1.Física matemática y mecánica cuántica 
• Soluciones de la ecuación de Schrödinger para átomos de hidrógeno y potenciales 

centrales. 
• Armónicos esféricos y polinomios asociados (ej. polinomios de Jacobi). 
• Funciones de onda en potenciales exponencial, Coulombiano o armónico. 
• Problemas de difusión y ecuaciones de transporte. 

2.Teoría de la probabilidad y estadística 
• Distribución hipergeométrica en muestreo sin reemplazo. 
• Cálculo de momentos y funciones generadoras de distribuciones discretas y continuas. 
• Ciertos problemas estocásticos, y cadenas de Markov. 

3.Polinomios ortogonales y sistemas especiales de funciones 
• Polinomios de Jacobi, Legendre, Laguerre y Hermite pueden expresarse en términos de 

funciones hipergeométricas. 
• Desarrollo de series ortogonales en teoría de aproximación y cuadraturas de Gauss. 

4.Ecuaciones diferenciales y teoría de integrales 
• Solución de la ecuación diferencial de Gauss (segunda orden con tres singularidades 

regulares). 
• Representación de integrales elípticas y beta, integrales de Mellin–Barnes. 
• Evaluación de integrales especiales en análisis complejo.

¿Dónde aparecen estas funciones hipergeométricas?

5.Geometría algebraica y teoría de representaciones 
• Conexiones con variedades de Calabi–Yau (mirror symmetry) y períodos de 

formas diferenciales. 
• Representaciones de grupos de Lie y álgebras de tipo A,B,C,D (funciones de 

Kummer, Whittaker). 

6.Física estadística y sistemas integrables 
• Funciones de partición de modelos de percolación y variables aleatorias en 

redes. 
• Soluciones de modelos de campo medio y correlaciones en cadenas de espines. 

7.Combinatoria y teoría de números 
• Sumatorios hipergeométricos (identidades de Chu–Vandermonde, Saalschütz). 
• Relaciones con coeficientes binomiales generalizados y particiones. 

8.Ingeniería y otras áreas aplicadas 
• Propagación de ondas en medios estratificados (acústica, electromagnetismo). 
• Análisis de señales, filtros digitales y transformadas integrales. 
• Problemas de control y optimización con ecuaciones especiales.
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1.1782 – Adrien-Marie Legendre 
• Introduce los “polinomios de Legendre” al estudiar la expansión en series de potencias de la ley de gravitación y potenciales esféricos. 

2.1812 – Pierre-Simon Laplace 
• Utiliza polinomios de Legendre en la solución de la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas, popularizando su importancia en física matemática. 

3.1859 – Pafnuty TChebyshev 
• Define los “polinomios de Chebyshev” (Tₙ y Uₙ), estudiando su aproximación de funciones y minimización del error máximo (problema de minimax). 

4.1864 – Charles Hermite 
• Introduce los “polinomios de Hermite” al resolver la ecuación diferencial de la oscilación armónica cuántica y problemas de probabilidad gaussiana. 

5.1875 – Edmond Laguerre 
• Publica los “polinomios de Laguerre” al abordar integrales en la teoría de errores y expansiones en series para funciones con decaimiento exponencial. 

6.1880 – Carl Gustav Jacobi 
• Extiende a los polinomios de Legendre y Chebyshev con los “polinomios de Jacobi estableciendo un marco unificado de ortogonalidad con peso 

7.Finales del s. XIX – Teoría de Sturm–Liouville 
• Sturm y Liouville formalizan la caracterización de sistemas ortogonales como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden con condiciones de contorno. 

8.1874–1889 – Christoffel y Darboux 
• Gaston Darboux y Elwin Christoffel desarrollan fórmulas de recurrencia y los núcleos (Christoffel–Darboux), esenciales para la teoría general de ortogonalidad. 

9.1920–1930 – Teoría de momentos y relaciones de recurrencia 
• Matemáticos como Shohat, Hamburger y Stieltjes vinculan polinomios ortogonales con momentos (integrales de potencias) y sistemas de recurrencia lineal. 

10.Siglos XX y XXI – Esquema de Richard Askey y aplicaciones 
• Richard Askey (1933—2019) y George Gasper clasifican familias hipergeométricas y q-ortogonales (p.ej. polinomios de Askey–R. Wilson). 
• Uso intensivo en análisis numérico, física estadística, teoría de la señal y modelos estocásticos.

Algo de historia de las funciones hipergeométricas

¿No falta alguien? 

<latexit sha1_base64="gMpmVDfA6AiB8N6ShtARflqL7ME=">AAACAXicdVDLSgMxFM3UV62vUTeCm2ARKmKZKTK2u6IblxXsA9qx3ElTG5p5kGTEMtSNv+LGhSJu/Qt3/o2ZtoKKHrhwcs695N7jRZxJZVkfRmZufmFxKbucW1ldW98wN7caMowFoXUS8lC0PJCUs4DWFVOctiJBwfc4bXrDs9Rv3lAhWRhcqlFEXR+uA9ZnBJSWuuZOwT66PbjqAI8GgAv2YfrwqIKumbeKlobj4JTYZcvWpFIpl0oVbE8sy8qjGWpd873TC0ns00ARDlK2bStSbgJCMcLpONeJJY2ADOGatjUNwKfSTSYXjPG+Vnq4HwpdgcIT9ftEAr6UI9/TnT6ogfztpeJfXjtW/bKbsCCKFQ3I9KN+zLEKcRoH7jFBieIjTYAIpnfFZAACiNKh5XQIX5fi/0mjVLSdonNxnK+ezuLIol20hwrIRieois5RDdURQXfoAT2hZ+PeeDRejNdpa8aYzWyjHzDePgEJTZVl</latexit>

(1→ x)ω(1 + x)ε
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Nacio en Brunswick (1777) y falleció en Göttingen 1855.  
 
Sus aportaciones fueron cruciales para el desarrollo y uso de las funciones hipergeométricas: 

1.Cuadratura Gaussiana (ca. 1815) 
 
• Gauss ideó un método de integración numérica de precisión óptima en el que los nodos de integración son  
exactamente las raíces de los polinomios de Legendre. (Esto puso de relieve la importancia práctica de los  
polinomios ortogonales en la aproximación numérica). 

2.Estudios en series hipergeométricas 
• Aunque no formuló “polinomios ortogonales” per se, Gauss sistematizó la función hipergeométrica ₂F₁, de la cual se derivan muchas familias 
ortogonales (Jacobi, Laguerre, Hermite); ademas sentó las bases para entender las relaciones de recurrencia y ciertas ecuaciones diferenciales de 
segundo orden. 

3.Método de los Mínimos Cuadrados (ca. 1795-1809) 
• Desarrolló el principio de ajuste por mínimos cuadrados (publicado en 1809), para el cual se construyen sistemas de ecuaciones normales que, en su 
forma continua, se conectan con proyecciones ortogonales en espacios de polinomios.

Johann Carl Friedrich Gauß  (AKA  Gauss)
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Función hipergeométrica de Gauss
<latexit sha1_base64="uIeMHB0A4yqxV7qBtEsJnnYpWeM="></latexit>

F (a, b, c, x) = 2F1

(
a, b
c

;x

)
=

a∑

k=0

(a)k(b)k
(c)k

xk

k!

donde
<latexit sha1_base64="RvtC3nhwQOmjbFt4A+Zr3kSXqLI="></latexit>

(a)k := a(a+ 1) · · · (a+ k → 1) =
!(a+ k)

!(a)

<latexit sha1_base64="hOhzNvpSmWLjhEhkPtVa/kNYNsE="></latexit>

x(1→ x)y→→(x) +
(
c→ (a+ b+ 1)x

)
y→(x)→ ab y(x) = 0
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Polinomios de Jacobi
<latexit sha1_base64="wJxvvFVd7nYShYIhCECiOdHpsWI="></latexit>

P (ω,ε)
n (x) = 2F1

(
→n, n+ ω+ ε + 1

ω+ 1
;
1→ x

2

)

<latexit sha1_base64="NZsja1S+vplR9mCiYj9D/GpIZV0="></latexit>(
1→ x2

)
y→→(x) + (ω → ε+ x(ε+ ω + 2))y→(x) + n(n+ ε+ ω + 1)y(x) = 0

<latexit sha1_base64="m5kBEftSYYiL68/jdpq5ENZV1qI="></latexit>

ω

ωx

[
p(ω,ε)n (x)

]
=

n(1 + ε+ ϑ + n)

2(1 + ε)
p(ω+1,ε+1)
n→1 (x)

<latexit sha1_base64="TujukSW/zvwdo7fPEimhDJ197ko="></latexit>∫ 1

→1
P (ω,ε)
n (x)P (ω,ε)

m (x)(1→ x)ω(1 + x)ε dx = hn(ω,ε)ϑn,m.
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Ecuación diferencial de Pearson
<latexit sha1_base64="MrQT6fffJlXO8W5JTmFI3/wC+m4="></latexit>

ω

ωx

(
(1→ x2)(1→ x)ω(1 + x)ε

)
= (ε → ϑ+ x(2 + ϑ+ ε)) (1→ x)ω(1 + x)ε

<latexit sha1_base64="NZsja1S+vplR9mCiYj9D/GpIZV0="></latexit>(
1→ x2

)
y→→(x) + (ω → ε+ x(ε+ ω + 2))y→(x) + n(n+ ε+ ω + 1)y(x) = 0

<latexit sha1_base64="j9D9GtZDOuAJdCUPR/DjWyEN8VY="></latexit>

P (ω,ε)
n (x) = ωn(ε,ϑ)

1

(1→ x)ω(1 + x)ε
ϖ

ϖxn

[
(1→ x)ω+n(1 + x)ε+n

]
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Relaciones de recurrencia y la matriz de Jacobi

con condiciones iniciales
<latexit sha1_base64="y/yuB2H87dTC+4SFzod4UONFAgo=">AAACBHicdVBNSwMxEM3W7/pV9eglWAQFKdkitT0Uil48VrAqtGWZTdMammTXJCuWpQcv/hUvHhTx6o/w5r8xrRVU9MHA470ZZuaFseDGEvLuZaamZ2bn5heyi0vLK6u5tfUzEyWasgaNRKQvQjBMcMUallvBLmLNQIaCnYf9o5F/fs204ZE6tYOYtSX0FO9yCtZJQW6z1QMpIVBVste6SqCD60FKhjs3u1U/yOVJgTiUSnhE/DLxHalUysViBftji5A8mqAe5N5anYgmkilLBRjT9Els2yloy6lgw2wrMSwG2oceazqqQDLTTsdPDPG2Uzq4G2lXyuKx+n0iBWnMQIauU4K9NL+9kfiX10xst9xOuYoTyxT9XNRNBLYRHiWCO1wzasXAEaCau1sxvQQN1Lrcsi6Er0/x/+SsWPBLhdLJfr52OIljHm2iLbSDfHSAaugY1VEDUXSL7tEjevLuvAfv2Xv5bM14k5kN9APe6wfeVpb7</latexit>

ωn = 0, P0(x) = 1

<latexit sha1_base64="ebf+bNyKJzgR4T8B32/1KD3E5WU="></latexit>

x





P0(x)
P1(x)
P2(x)

...




= J





P0(x)
P1(x)
P2(x)

...




=





ω0 ε0 0 0 · · ·

ϑ1 ω1 ε1 0
. . .

0 ϑ2 ω2 ε2
. . .

...
. . .

. . .
. . .









P0(x)
P1(x)
P2(x)

...





J es una mariz tridiagonal, doblemente infinita, y suele ser doblemente estocastica.

Teorema de Favard (Shohat)

<latexit sha1_base64="idVXtS6PUE2QBiZa/ys3jvac1p8="></latexit>

xP (ω,ε)
n (x) = ωnxP

(ω,ε)
n+1 (x) + εnP

(ω,ε)
n (x) + ϑnP

(ω,ε)
n→1 (x)
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Y … ¿cuándo aparecen las constelaciones?
<latexit sha1_base64="MrQT6fffJlXO8W5JTmFI3/wC+m4="></latexit>

ω

ωx

(
(1→ x2)(1→ x)ω(1 + x)ε

)
= (ε → ϑ+ x(2 + ϑ+ ε)) (1→ x)ω(1 + x)ε

<latexit sha1_base64="HdDzVGXlPtMU1HcF5GBIIkMkvjY="></latexit>

ω

ωx
[ε(x)ϑ(x)] = ϖ(x)ϑ(x)

<latexit sha1_base64="XHVl45POZQRoz2PWLDDujqKmfAM="></latexit>

deg ω → 2, degε = 1
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Esquema de R. Askey <latexit sha1_base64="HdDzVGXlPtMU1HcF5GBIIkMkvjY="></latexit>

ω

ωx
[ε(x)ϑ(x)] = ϖ(x)ϑ(x)

<latexit sha1_base64="XHVl45POZQRoz2PWLDDujqKmfAM="></latexit>

deg ω → 2, degε = 1

<latexit sha1_base64="+pc5qV62oJY7Z4G/B7sgcgAcqlw="></latexit>

Pn(t
2; a, b, c, d) = 4F3

(
→n, a+ b+ c+ d→ 1, a→ t, a+ t

a+ b, a+ c, a+ d
; 1

)

<latexit sha1_base64="y6sv+Cya9fKdekJvP2HHQ7EjrL4="></latexit>

! [ω(x)ε(x)] = ϑ(x)ε(x)
<latexit sha1_base64="Yq4noaqMp4ocLz/8nwiu4OjoMV0=">AAACAHicdVDLSgMxFM34rPU16sKFm2ARWsSSae1rIRR14bKCfUA7lEyaaUMzD5KMWEo3/oobF4q49TPc+Tdm2goqeuBeDufcS3KPE3ImFUIfxsLi0vLKamItub6xubVt7uw2ZBAJQusk4IFoOVhSznxaV0xx2goFxZ7DadMZXsR+85YKyQL/Ro1Canu47zOXEay01DX3O5eUKwzd9F3mTLdjK3MS866ZQtkCsirFPERZpJEvaZIroEo5D62pglAKzFHrmu+dXkAij/qKcCxl20KhssdYKEY4nSQ7kaQhJkPcp21NfexRaY+nB0zgkVZ60A2ELl/Bqfp9Y4w9KUeeoyc9rAbytxeLf3ntSLlle8z8MFLUJ7OH3IhDFcA4DdhjghLFR5pgIpj+KyQDLDBROrOkDuHrUvg/aeSyVjFbvD5NVc/ncSTAATgEaWCBEqiCK1ADdUDABDyAJ/Bs3BuPxovxOhtdMOY7e+AHjLdPsvSUkg==</latexit>

!f(x) = f(x+ 1)→ f(x)

<latexit sha1_base64="1l/xF4Jk/Z4e+7jQNjGKpR69W94="></latexit>

Dqf(x) =
f(qx)→ f(x)

x(q → 1)

<latexit sha1_base64="K+7QhEVlH5AR4PzBr8naOnARiRQ="></latexit>

Dq [ω(x)ε(x)] = ϑ(x)ε(x)
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Extension natural de funciones hipergeométricas
<latexit sha1_base64="Ch8auamyUe6ldBabLKubXS/kHGA="></latexit>

rFs

(
a1, a2, ..., ar
b1, b2, ..., bs

;x

)
=

→∑

k=0

(a1)k · · · (ar)k
(b1)k · · · (bs)k

xk

k!

<latexit sha1_base64="kueQzepd7Uvlr5i4kJYtnIteDak="></latexit>

rωs

(
a1, a2, ..., ar
b1, b2, ..., bs

; q, x

)
=

→∑

k=0

(a1; q)k · · · (ar; q)k
(b1; q)k · · · (bs; q)k

xk

(q; q)k

(
(→1)kq(

n
2)
)s+1↑r

donde
<latexit sha1_base64="H0Y9qfw9KpveCqND0yae9/eSxGE="></latexit>

(a; q)n = (1→ a)(1→ aq) · · · (1→ aqn→1)
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Esquema de polinomios hipergeométricos básicos
<latexit sha1_base64="1l/xF4Jk/Z4e+7jQNjGKpR69W94="></latexit>

Dqf(x) =
f(qx)→ f(x)

x(q → 1)

<latexit sha1_base64="K+7QhEVlH5AR4PzBr8naOnARiRQ="></latexit>

Dq [ω(x)ε(x)] = ϑ(x)ε(x)
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Constelación de Laguerre

En el sentido contrario de las agujas del reloj: 

 
Laguerre, Meixner, Charlier, big q-Laguerre,  

q-Meixner,  little q-Laguerre, q-Laguerre,  

q-Charlier, Stieltjes-Weiger, 0 Laguerre-Bessel

THE LAGUERRE CONSTELLATION OF CLASSICAL ORTHOGONAL POLYNOMIALS  
BY ROBERTO S. COSTAS-SANTOS,  MATHEMATICS 2025 ,  13(2),  27 7;  

 
HTTPS://DOI.ORG/10.3390/MATH13020277 

ACCEPTED: 14 JANUARY 2025 / PUBLISHED: 16 JANUARY 2025

https://doi.org/10.3390/math13020277
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Constelación de Laguerre. Caso Meixner

THE LAGUERRE CONSTELLATION OF CLASSICAL ORTHOGONAL POLYNOMIALS  
BY ROBERTO S. COSTAS-SANTOS,  MATHEMATICS 2025 ,  13(2),  27 7;  

 
HTTPS://DOI.ORG/10.3390/MATH13020277 

ACCEPTED: 14 JANUARY 2025 / PUBLISHED: 16 JANUARY 2025

<latexit sha1_base64="pNIYfiDorpwPUQcQyESVHZbeV/o="></latexit>

Mn(x;ω, c) = 2F1

(
→n,→x

ω
; 1→ 1

c

)

https://doi.org/10.3390/math13020277
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Otras aplicaciones de interés



Roberto S. Costas-Santos.   Dpto. Métodos Cuantitativos 

Otras aplicaciones de interés
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¡Gracias por tu atención!


