Presentando los polinomios ortogonales clasicos

o e e iy e

UN PASEO POR LAS GALAXIAS
HIPERGEOMETRICAS

Dpto. Métodos Cuantitativos 11 junio 2025 -o}' LOYOLA

-----




&Qué es una funcion hipergeométrica?
Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden:
vy’ (z) + (1 +a—2)y'(z) + Ty(z) =0
Si f(x) es una solucion, entonces es sencillo comprobar que f(x) es solucién de
vy (2)+ (1 + (a+1) —2)y'(x) + 6y(x) =0
y(z) = 2" — 492° — Tax® + 8822° + 273ax® + 21a°z° + 7350z — 37450zt — 63002z — 35032 + - - -

y(0) = 1) =17 () o)
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sDonde aparecen estas funciones hipergeomeétricas?

1.Fisica matematica y mecanica cuantica

* Soluciones de la ecuacion de Schrodinger para atomos de hidrogeno y potenciales
centrales.

* Armonicos esféricos y polinomios asociados (gj. polinomios de Jacobi).
* Funciones de onda en potenciales exponencial, Coulombiano o armonico.

* Problemas de difusion y ecuaciones de transporte.

2.Teoria de la probabilidad y estadistica
* Distribucion hipergeométrica en muestreo sin reemplazo.
* Calculo de momentos y funciones generadoras de distribuciones discretas y continuas.
* Ciertos problemas estocasticos, y cadenas de Markowv.

3.Polinomios ortogonales y sistemas especiales de funciones

* Polinomios de Jacobi, Legendre, Laguerre y Hermite pueden expresarse en términos de
funciones hipergeométricas.

* Desarrollo de series ortogonales en teoria de aproximacion y cuadraturas de Gauss.

4.Ecuaciones diferenciales y teoria de integrales

* Solucion de la ecuacion diferencial de Gauss (segunda orden con tres singularidades
regulares).

* Representacion de integrales elipticas y beta, integrales de Mellin-Barnes.
* Evaluacion de integrales especiales en analisis complejo.
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5.Geometria algebraica y teoria de representaciones

* Conexiones con variedades de Calabi-Yau (mirror symmetry) y periodos de
formas diferenciales.

* Representaciones de grupos de Lie y algebras de tipo A,B,C,D (funciones de
Kummer, Whittaker).

6.Fisica estadistica y sistemas integrables

* Funciones de particion de modelos de percolacion y variables aleatorias en
redes.

* Soluciones de modelos de campo medio y correlaciones en cadenas de espines.

/.Combinatoria y teoria de nimeros
* Sumatorios hipergeomeétricos (identidades de Chu-Vandermonde, Saalschiitz).
* Relaciones con coeficientes binomiales generalizados y particiones.

8.Ingenieria y otras areas aplicadas
* Propagacion de ondas en medios estratificados (acustica, electromagnetismo).

* Analisis de senales, filtros digitales y transformadas integrales.
* Problemas de control y optimizacion con ecuaciones especiales.
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Algo de historia de las funciones hipergeomeétricas

1.1782 - Adrien-Marie Legendre
« Introduce los “polinomios de Legendre” al estudiar la expansion en series de potencias de la ley de gravitacion y potenciales esféricos.

2.1812 - Pierre-Simon Laplace ] . 9,
e Utiliza polinomios de Legendre en la solucion de la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas, popularizando su importancia en fisica matematica. (J N O fa.l ta. a.l gu | e N :

3.1859 - Pafnuty TChebyshev
 Define los “polinomios de Chebyshev” (T y Un), estudiando su aproximacion de funciones y minimizacion del error maximo (problema de minimax).

4.1864 - Charles Hermite
e Introduce los “polinomios de Hermite” al resolver la ecuacion diferencial de la oscilacion armodnica cuantica y problemas de probabilidad gaussiana.

5.1875 - Edmond Laguerre
 Publica los “polinomios de Laguerre” al abordar integrales en la teoria de errores y expansiones en series para funciones con decaimiento exponencial.

6.1880 - Carl Gustav Jacobi
« Extiende a los polinomios de Legendre y Chebyshev con los “polinomios de Jacobi estableciendo un marco unificado de ortogonalidad con peso (1 — z)*(1 + )"

/.Finales del s. XIX - Teoria de Sturm-Liouville
« Sturmy Liouville formalizan la caracterizacion de sistemas ortogonales como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden con condiciones de contorno.

8.1874-1889 - Christoffel y Darboux
« Gaston Darboux y Elwin Christoffel desarrollan formulas de recurrencia y los nucleos (Christoffel-Darboux), esenciales para la teoria general de ortogonalidad.

0.1920-1930 - Teoria de momentos y relaciones de recurrencia
« Matematicos como Shohat, Hamburger y Stieltjes vinculan polinomios ortogonales con momentos (integrales de potencias) y sistemas de recurrencia lineal.

10.Siglos XX y XXI - Esquema de Richard Askey y aplicaciones
 Richard Askey (933—2019) y George Gasper clasifican familias hipergeométricas y g-ortogonales (p.ej. polinomios de Askey-R. Wilson).
» Uso intensivo en analisis numeérico, fisica estadistica, teoria de la sefal y modelos estocasticos.
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Johann Carl Friedrich GauB (AKA Gauss)

Nacio en Brunswick (1777) y fallecid en Gottingen 1855.

Sus aportaciones fueron cruciales para el desarrollo y uso de las funciones hipergeométricas:

1.Cuadratura Gaussiana (ca. 1815)

» Gauss ided un método de integracion numeérica de precision optima en el que los nodos de integracion son
exactamente las raices de los polinomios de Legendre. (Esto puso de relieve la importancia practica de los
polinomios ortogonales en la aproximacion numeérica).

2 .Estudios en series hipergeométricas
» Aunque no formulo "polinomios ortogonales™ per se, Gauss sistematizo la funcion hipergeométrica F , de la cual se derivan muchas familias

ortogonales (Jacobi, Laguerre, Hermite); ademas sento las bases para entender las relaciones de recurrencia y ciertas ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

3.Método de los Minimos Cuadrados (ca. 1795-1809)
e Desarrolld el principio de ajuste por minimos cuadrados (publicado en 1809), para el cual se construyen sistemas de ecuaciones normales que, en su
forma continua, se conectan con proyecciones ortogonales en espacios de polinomios.
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Funcion hipergeometrica de Gauss

F(a.b,6.2)  oF ( a, b ;$> - za: (@)r()x .:z:"C

donde

(1 —2)y"(z) + (c— (a+ b+ 1)z)y'(x) —aby(z) =0
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Polinomios de Jacobi

_ 1 —
Péa,5>(x):2Fl( nn+a+f+1 x>

o+ 1 © 9

(1—2%)y"(z) + (B —a+tz(a+B+2)y(z) +n(n+atf+1)y(z) =0

0 _n(l+a+5+n) (at+1,8+1)

9 (@B) ()] —
8$ _p'n, (ZE)_ 2(1"—0[) pn—l ('ZE)

1
/ PO () PO ()(1 — 2)*(1 + 2)? d = ho (@, ).
1
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Ecuacion diferencial de Pearson

(,% ((1— °)(1 — z)%(1 —I—x)ﬁ) =B-a+z2+a+p) (1 —2)*1+z)°

(1-2%)y" (@) + (8 — atalatB+2)y (@) +nn+a+ s+ ylx) =0

1 9,

PL(8) = Moo ) =g 2y 3 |

1 —2)*™(1 + :z:')ﬁJr”}
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Relaciones de recurrenciay la matriz de Jacobi

£PP) (z) = ana PV (2) + B, P (2) + 7o PLD) ()

con condiciones iniciales 7 =0, FP(z)=1 Teorema de Favard (Shohat)

Bo a 0 0

P()(.’,IZ) P()(Q?) | P()(il?)
Pl (CIZ‘) P1 (QZ‘) Y1 61 Q1 0 i Pl (CL’)
(z) | =7 | Pal) | = T B 1

)

0 v [2 a2

J es una mariz tridiagonal, doblemente infinita, y suele ser doblemente estocastica.
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Esquema de R. Askey

P,(t*;a,b,c,d) =

Continuous dual Hahnl)<
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Extension natural de funciones hipergeomeétricas

A1,02, ..y Gr \ N (@1)k e (ar)p @
s\ by by by 0T =) -

A1, 09y .oy Ay B — (a1;q)k -
r¢s< b1, 02, ..., bs ,q,x) B Z (b15q)k -

Roelof Koekoek
Peter A. Lesky
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Esauema de polinomios hipergeometricos basicos

Dy |p(x)w(z)] = P (z)w ()

flqz) — f(x)
(g —1)

‘cont. g—Hahn |« [ Askey—Wilson >|g—Racah

(cont. g—Jacobi — /
[ \
— 4 A4

cont. dual g—Hahn j« >|big g—Jacobi —>{/g—Hahn |« »||dual g—Hahn |I

qu(aj) —

e r
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g—Krawtchouk || Aff. g—Krawtchouk |«>{/quan. q—Krawtchouki dual g-Krawtchouck |l
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[cont. big g—Hermite |cont. g—Laguerre little g—Laguerre [ Iq—Bessel \g—Charlier |Al-Salam-Carlitz II Al-Salam-Carlitz I

\ 4 A4
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Constelacion de Laguerre
o

N

() @ En el sentido contrario de las agujas del reloj:

N

Laguerre, Meixner, Charlier, big g-Laguerre,

°¢\ o g-Meixner, little g-Laguerre, g-Laguerre,
\‘ g-Charlier, Stieltjes-Weiger, O Laguerre-Bessel
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Constelacion de Laguerre. Caso Meixner

Lemma 4.4. For any B,c € C, B8 € {0,2}, ¢ € {0,1}, and any n € Ny, the following
identities hold:

T ('/JE V, /6 9 C) J— 2 F1 /6 V; 1 C M, (z; B, c) + cf 1AnMn(:1:; B,c) =¥ M, (z;8+1,c), (4.27)
z+p

Ma(@3,6) + 7 VaMa (@3 8,0) =T Moa(ai 8+ 1,0), (4.28)
Cﬁil__lﬂ) VsM, (z; B,¢c) =xnM,_1(z — 1;8+1,c), (4.29)
Theorem 4.4. For any B,c € C, any x € C, x & {0,—}, and any n € Ny, the polynomial B(8 — 1) B(B —1)
. ) ) ) ) M, (iE-i—].;,B—].,C): T+ [+ Mn(x;ﬁac)
sequence (Mn(:c, B+ k, c)) . s orthogonal with respect to certain moment functional. T —1) o ( B+n)c— 1))
+ (z + B)AgM,,(x; B, c), 4.30
Proof. By combining (4.29), (4.30) and (4.31) we have the following second order difference 3 3 ( e 5 ) 5 (430
equ& 101S: (/3_1+n)(c_1) n+1 ) ) (/B_].—I—n)(c_].) n Y

) ) D GeD6-D o
naMo(z; 8,¢) = 20 ”vﬁAﬂMn(x;ﬁ,@—(ﬁ 5 1)+(ﬁ+x)(ﬂ+n))AﬁMn(a:;ﬁ,c),(4.34) B iine P M@sa, @3

c—1 c—1
9 (B B,6) = XE (g 4 1), M s(@ipt1,0),  (4.52)

which is connected with the Continuous Hahn polynomials case (see [2, (9.4.5)]). By using ern +§
the theory of Sturm-Liouville, the result holds. | c(1 = B)c"(B)nBMn+1(z; 8 — 1,¢) =¢(1 = ) 5-c"(B)nMn(z; B, )
—((c=Dz+n—(n+1)c+chB)c(B)nBMy(x;B,c)

(4.33)

EE— THE LAGUERRE CONSTELLATION OF CLASSICAL ORTHOGONAL POLYNOMIALS
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polynomials have the following terminating basic hypergeometric series representations

- g™, q" labed, az*
pn(wa a, b7 C, dlq) = a n(ab, ac, ad; q)n 4¢3 ( ab. ac. ad 4,4 (100)
abcd . l1—-n 1—n 1—n
_(n _ ’Q)z (G,Z 7Q) q " L, I 4
= ¢ () (=a) ach 4¢3( 4% M g (101)
7Q) 9 9 Z:I:
abcd ° a
Z1—'n,
_ _ q—n’ az’ bz’
= z"(ab,cz71,dz71;q) 4¢3( gl ql_c,fl ; 4, Q) (102)
ab, *—z,* =z

abed, b ¢ d bed.
q 9 o \27 27 27 gz ' 4 n q1—2nz. . gl-n gl-m ¢l
8 T ) )

q
be ’ bd ’ cd D a) (103)

(%,bc,bd,cd;q) bedz q
— N (bedz:q). 8W7( ; g~ ", bz, cz,dz,q" labed; g, ) (104)
— N n —n . n 1
a b c d 2—
z’ z7 z’ z,q)n 2 _ q n
— N . n . . 1
2 (z—z,q) W < z%:q "™ az,bz,cz,dz;q, abcd) (106)
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tras aplicaciones de interes

Theorem 3.2. Letn € N, q € Ct z = %(z+z‘1) € C*, z€ C*, a,b,c,d € C*. Then, the Askey—Wilson
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Otras aplicaciones de interés

Theorem 5.1. Let r,s € NyU{—1}, u,v € N, p,£ € Z such thatp>r —u and £ > s —v, a € Cxrt+1
beC*, ceC* deC*, qe Ct. Then

= (a3 ), X" N
r+1¢ﬁ(z ;q,X) s+1¢1€(§ ;q,Y) =3 ((: i).nq) ((_1)nq(2)) +p

n=0

1—n
u—r ¢ qg",c, ' q1+p(1‘”)b .o buY
X s+u+2¢r—|—vi§_)+ ( 1—nb 7q7 o L X (336)
d, T — Ao Gryq
=, (c; q),Y" n)\ v—s+4
- Z (g,d;q) ((_1)nq(2))
o ‘1 d/n Y g% q1+£(1—n)d1 cood X
X r+v+2¢s+u+11) gl—m y 4, Y . ) (337)
b, - C]. . .. cs+1

where X, Y are given such that the left-hand side s well-defined.
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