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1. Introducciéon

Durante este iltimo siglo las matematicas se han diversificado tanto que casi parece incon-
cebible la idea de que dos ramas de las matemaéticas tan dispares como el Analisis Matematico
y el algebra conmutativa puedan coexistir a la hora de resolver un problema, pero sin embar-
go con este trabajo se pretende hacer ver que, efectivamente, usandolas adecuadamente nos
pueden ayudar a resolver problemas como probar la irracionalidad de ciertos ntimeros reales.
Para ello utilizaremos las aproximaciones de Padé, las cuales nos permitiran, dada una funcién

especial, i.e. una serie formal de potencias en un punto t = to',

oo
f) =) ct', c€ER, (1.1)
i=0
obtener una aproximacion racional de la misma de la forma
P(t) k
ft) = ==+ 0(tF +1), 1.2
(1) = g +OF+ ) (12)

donde k es el grado del polinomio P(t), y Q(t) es el polinomio generador de la aproximacién.
Para nuestro trabajo utilizaremos una aproximacién de Padé particular, la llamada Aproxi-
macion diagonal, que consiste en tomar tanto el polinomio numerador como el denominador
del mismo grado k, y es en este caso tan particular, donde surgen los polinomios ortogonales, ya
que los polinomios generadores de la aproximacién verifican una relaciéon de recurrencia a tres
términos que nos lleva a poder decir que tales generadores forman una familia de polinomios
ortogonales?, y es por esa razén, ademas de la del propio interés por conocer conceptos nuevos
en matematicas.

Por la que previamente daremos una nocién general de lo que es un polinomio ortogonal tanto
en el caso continuo como en el caso discreto (con especial énfasis en los g-polinomios) viendo
muchas de sus propiedades, particularmente la llamada férmula de Rodrigues ya que ésta junto

con la condicién de que verifiquen la ecuacién diferencial de segundo orden
o(2)y"(z) +7(2)y () + Ay(z) = 0, (1.3)

donde ¢ y 7 son polinomios, a lo mas, de segundo y primer grado respectivamente, nos permite
crear toda la teoria de los polinomios ortogonales clésicos.

Posteriormente discretizaremos la ecuacién (1.3) en una red no uniforme de la forma

x(s) = c1(q)q¢° + c2(q)g * " + c3(q) donde ¢q, ca, c3 son constantes, y veremos que es la tinica
(red) donde tiene sentido que las diferencias finitas de orden m: Ay de las soluciones de
la ecuacién (1.3) verifiquen una ecuacién (en diferencias) del mismo tipo. A las soluciones
polinémicas, de dicha ecuacién, las llamaremos g-polinomios. Finalmente hablaremos sobre la
red z(s) = ¢°, haciendo especial énfasis en los llamados g-polinomios pequenos de Legendre
los cuales nos permitirdn junto con la teoria de Aproximacién de Padé obtener aproximaciones
racionales. Para finalizar este trabajo y como aplicacién desarrollaremos dos ejemplos, [29], [28],
en el primero veremos la aproximacién de 72 y de ¢(3) utilizando los polinomios de Legendre
y en el segundo obtendremos la aproximacién de h,(1) y de In,(2) en la que utilizaremos los

g-polinomios pequenos de Legendre.

LPor sencillez podemos tomar to = 0.
2Este es el conocido Teorema de Favard.






2. Polinomios ortogonales clasicos y g-polinomios

2.1. La Ortogonalidad. Conceptos basicos

En este capitulo, como ya hemos mencionado anteriormente, se pretende dar una visiéon
global del concepto de polinomio ortogonal. En primer lugar consideremos una funcién « ab-
solutamente continua en el intervalo (a, b), positiva y no decreciente con un nimero infinito de
puntos donde es estrictamente creciente, y definamos el producto escalar de dos funciones f y

g pertenecientes a L2 [a, b] como la integral de Stieltjes-Lebesgue

b
%m—/f@Mmmm. (2.1)

Para una funcién « prefijada de antemano, la ortogonalidad respecto a la distribuciéon da

vendra definida por la relacién:
(f,9) =0,

y diremos que f y ¢ son ortogonales, o que, f es ortogonal a g respecto a la distribucién da.
Ademas, al ser « es absolutamente continua, el producto escalar se puede rescribir como la

integral de Lebesgue:

b
qmz/fwmwww, (2.2)

donde p es una funcién medible no negativa tal que 0 < ff p(x)dxr < oco. A la funcién p la
llamaremos funcion peso.
Notese que la propiedad de ortogonalidad puede escribirse en términos de funcionales lineales.

Para ello definamos un funcional £ de la forma

L: Lo(a,b) — C
b (2.3)
cmz/fwmw.

Notese que L es lineal y que la propiedad de ortogonalidad anterior equivale a que L[f - g] = 0.

Definiremos los momentos p,, del funcional £ mediante
LzF] = ., k=0,1,....

Por tanto, si conocemos todos los momentos del funcional, podemos conocer el resultado de

aplicar dicho funcional a cualquier polinomio 7.

Definicion 2.1 : Dada una sucesion de polinomios {P,}, diremos que {P,} es una sucesion

de polinomios ortogonales respecto a L si se cumple que
1. P, es un polinomio de grado n,
2. L[P,Py,) =0, m#mn, para todo n,m =0,1,2,...,

3. L[P?] #0, para todo n =0,1,2,....



Nétese que la tercera condicién es inmediata si da(x) = p(z)dx es continua y no negativa.
A una sucesién de polinomios que cumple las condiciones anteriores la denotaremos por SPO.
Ademas dado que la sucesién es una base del espacio vectorial de los polinomios, es facil ver que
las condiciones 2 y 3 de la definicién 2.1 son equivalentes a L[z™P,] =0y L[z"P,] = K,, # 0,y
dado que son ortogonales, aplicando Gram-Schmidt, se tiene que dicha sucesién de polinomios

es Unica salvo un factor multiplicativo, de hecho se tiene que si P,(z) = a,z™ +- -+ y definimos

fo M1 fm
N 1 N |
An = . . . TL s A—l = 1,
Hn  Hn+1 - H2n
. . KnAnfl /
aplicando el funcional £ a P,, se deduce que a, = A Ademas, del proceso de ortogo-
nalizacién se deduce que !
po  H1 vt fin
1 pr B2 Hntd
P,(x) = : o : , n=0,1,2,..., (2.4)
An—l
Hn—1 Hn - H2pn—1
1 m ... xn

que evidentemente forman una SPO ménicos (por definicién de A,_1) con coeficientes reales.

Nota 2.1 : FEs importante destacar que en el caso de que a(x) tenga un nidmero finito de
puntos de crecimiento, por ejemplo N, el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt descrito

anteriormente nos conduce a una familia finita.

Por ultimo, nétese que hemos trabajado con productos escalares (2.1) donde da(z) = p(z)dx

es absolutamente continua, y la funcién peso p(x) > 0, por lo tanto, tendremos que

(fr9) =(9,f) = (1, fg).

En el caso de que la forma bilineal verifique estas relaciones la llamaremos de Hankel, y en el
caso de que no sea de Hankel, no se puede asegurar que la familia de polinomios ortogonales
respecto tal forma bilineal verifiquen la ecuacién diferencial de la forma (1.3), un ejemplo de
forma bilineal que no es de Hankel es (f, g) = f/(0)¢’(0), basta tomar f(z) = g(z) = x.

Una de las principales caracteristicas de las SPO es que satisfacen una relacién de recurrencia

a tres términos (RRTT). Ello es una consecuencia inmediata de la ortogonalidad.?

Teorema 2.1 : Sea {P,} una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a un funcional
lineal L. Entonces la SPO {P,} satisface una relacion de recurrencia a tres términos de la
forma:

2Py (x) = anPri1(x) + BnPn(x) + ynPo-1(x). (2.5)

3Debemos destacar que este resultado es vélido siempre y cuando la forma bilineal asociada al producto
escalar 2.1 que define la ortogonalidad de los polinomios sea de Hankel. Existen casos de formas bilineales
definidas positivas pero no Hankel, cuyas familias de polinomios ortogonales no satisfacen RRTT: por ejemplo

los polinomios tipo Sovolev, ver e.g. [19].



Generalmente se suele imponer que P_1(x) = 0 y Py(x) = 1, con lo que una SPO queda

determinada de forma inica conocidas las sucesiones {can}, {Bn} v {7}

El reciproco de (2.5) también se da, o sea, dada una sucesién de nimeros 3, € Ry v, > 0
y una sucesién de polinomios ménicos que satisface (2.5) existe una distribucién da respecto
a la cual dicha sucesién de polinomios conforman una SPOM. Este resultado, como ya men-
cionamos anteriormente, se conoce como Teorema de Favard. Enunciémoslo en el lenguaje de

los funcionales lineales

Teorema 2.2 : Sean {Bn}02 ¥ Tntory dos sucesiones cualesquiera de nimeros reales y sea

{P,}5°, una sucesion de polinomios monicos definidos mediante la relacion
P.(z) = (x — Bn—1)Pr-1(x) — yp—1Pp—2(x), n=1,2,3,...,
donde P_1(x) =0 y Py(x) = 1. Entonces existe un unico funcional de momentos L tal que
L[1] = 7, LIP,P,] =0 si m#n.
Ademds, L es definido positivo si y solo si los v, > 0 para todon =0,1,2,...
Finalmente hablaremos sobre cémo se distrinuyen los ceros de los polinomios ortogonales.

Definicion 2.2 : Sea (a,b) un intervalo real. Diremos que un funcional es definido positivo
en (a,b) si L[r] > 0 para cualquier polinomio m no negativo y no identicamente nulo en (a,b).

Al mayor congunto (a,b) tal que L sea definido positivo en él se le denomina soporte de L.

Teorema 2.3 : Sea (a,b) el soporte de L definido positivo y {P,} una SPO respecto a L.

Entonces:
1. Todos los ceros de P, son reales, simples y estdn localizados en (a,b).
2. Dos polinomios consecutivos P, y P11 no pueden tener ningin cero en comun.

3. Denotemos por . ; sa los ceros del polinomio Py, (consideremos en adelante que

Tp1 < Tpo < -+ < Tpp). Entonces:
Tntl,j < Tnj < Tntlj+ls

es decir, los ceros de P, y Ppy1 entrelazan unos con otros.

2.2. Polinomios Ortogonales Clasicos

En este subcapitulo vamos a definir los polinomios ortogonales clasicos definidos sobre el
eje real. Es bien sabido que existen varias caracterizaciones de tales polinomios (ver apartado 1
de [1]), nosotros vamos a usar la caracterizacién de Bochner [8], es decir, vamos a definir tales

polinomios como las soluciones de una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma:
o(x)y” +7(z)y + \y =0, (2.6)

donde ¢ y 7 son polinomios de grados a lo mas 2 y 1, respectivamente. La razén de utilizar

esta caracterizacion es que este método lo podremos generalizar al caso de los polinomios en



redes no uniformes.

La ecuacién (2.6) se denomina ecuacion diferencial hipergeométrica y las soluciones y de la
misma satisfacen con la propiedad de que sus m-ésimas derivadas y(™ = y,, satisfacen una
ecuacién de la forma:

U(x)yzl + Tmy;n + tmYm = 0,

donde )
Tm(x) = 7(x) + mo'(z),  pm = X +m7'(x) + m(mQ_)a”(a:). (2.7)

De hecho, se puede comprobar que cualquier solucién de (2.7) es la derivada de una solucién
de (2.6) (ver Capitulo I, §2 de [24]).

Esta propiedad es muy importante ya que nos permite encontrar una férmula explicita para
los polinomios que satisfacen la ecuacién (2.6). Para ello escribamos (2.6) y (2.7) en su forma

autoconjugada o simétrica:

[o(@)p()y]" + Ap(@)y =0, [o(2)pm (2)yra) + fim pm(2)ym = 0, (2.8)

donde p y pm, son funciones de simetrizaciéon que cumplen las ecuaciones diferenciales (de

Pearson):
lo(@)p(@)) = 7(@)p(x),  [o(@)pm(2)] = T (@) ().

Si p es conocida entonces, usando las ecuaciones anteriores, obtenemos para p,, la expresién:

o) = o™(@)p (). (2.9)

Para encontrar una expresién explicita de las soluciones de la ecuacién (2.6), escribamos la

ecuacion autoconjugada para las derivadas de la forma

Pm (x)ym = _'ul [pm+1 (x)merl]

m

/
’

luego
Ay
A, danm

m—1
P () Ym [Pn(x)ynL Ay = (_1>m H e, Ao =1
k=0

. . s . n
Como buscamos soluciones polinémicas, y = P,, tenemos que Pé ) es una constante; por lo

tanto, para las derivadas de orden m, Rgm), obtenemos la expresién

 AyB, AV

donde A, = Am(N)|a=r, v Bn = AL Ademss, al ser P\" una constante, de (2.7) tenemos
que pn, = 0. Luego, o
-1
N W o (2.11)

2
Esta férmula nos determina los autovalores \,, de (2.6) y es conocida como condicién de hiper-

geometricidad. La férmula anterior se obtiene también sustituyendo en (2.6) el polinomio de



grado n e igualando los coeficientes de #". Usando (2.11) encontramos el valor de la constante

Apm que nos serd de gran utilidad mas adelante. Usando

m—1
Anm = Am()‘)b\:)\n = (_1)m H Hnk,
k=0

y sustituyendo en ella los valores finm = fm(An) = —(n —m)[r' + 3(n+m + 1)0”], obtenemos
la expresion:
RSN » ol WS PP 2.12

Cuando m = 0 la férmula (2.10) se convierte en la conocida férmula de Rodrigues para los

polinomios clésicos (ver caracterizacién de las SPOC):

B,
p(x) dx™

P.(z) = [0"(x)p(x)], n=0,1,2,... . (2.13)

Noétese que hasta el momento sélo nos han interesado las soluciones polinémicas de la ecuacién
(2.6). Si ademds queremos que tales soluciones sean ortogonales tenemos que exigir algunas
condiciones complementarias. Veamos como a partir de las ecuaciones diferenciales simetrizadas

(2.8) podemos demostrar la ortogonalidad de las soluciones polindmicas respecto a la funcién
peso p.

k

Teorema 2.4 : Supongamos que x"0(x)p(x)|g=qp = 0, para todo k > 0. Entonces las solu-

ciones polinémicas P, de la ecuacion (2.6) constituyen una SPO respecto a la funcion peso p

definida por la ecuacion [o(x)p(x)] = 7(x)p(x), es decir, se cumple que:

/b Po(2) P (z) p(z)dx = Spmd?, (2.14)
donde 6np, es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios Py,.
Prueba: Sean P, y P, dos de las soluciones polinémicas de (2.6). Sabemos que
[o(x)p(x) Py ()] + Anp(a) Po(z) = 0,

o (2)p(2) Py ()] + Amp(2) P () = 0.

Multiplicando la primera por P, y la segunda por P,, restando ambas e integrando en |a, b]

obtenemos

(A = Am) [2 Pa(2) P (2)p(2) dz =
b
= / ([o(x)p(x) Py (@) Pa(z) — [0(2)pl(a) Pa(2)] Prr()) da =

= o(@)p(x)W[Pn(x), Pm(z)]

r=a,b

Pero el Wronskiano W (P,, P,,) es un polinomio en x; por tanto, si exigimos la condicién de

que o (z)p(z) se anule en x = a y x = b (para todo k > 0) obtendremos (A, # \,) que los



polinomios P, y P,, son ortogonales respecto a la funcién peso p. Aqui debemos destacar que
a 'y b se suelen escoger de tal forma que p sea positiva en [a,b]. Una eleccién puede ser tomar

a 'y b como las raices de o(x) = 0, si éstas existen [24].

a

Andlogamente, usando la ecuacién (2.8) para las derivadas y, = Pék), se puede ver que las

k-ésimas derivadas de los polinomios hipergeométricos también son ortogonales, i.e. que

b
/ P PE) () pr(2)dx = Gppmd?,, . (2.15)
a

Una consecuencia de la propiedad de la ortogonalidad es que los polinomios satisfacen una
relacion de recurrencia a tres términos.
Finalmente, para calcular la norma d, de los polinomios podemos utilizar la férmula de Ro-

drigues que, sustituyéndola en (2.14) e integrando por partes, nos da

b
a2 = Bn(—l)"n!an/ o"(x)p(x)dx. (2.16)

siendo a,, el coeficiente principal de P,.

2.2.1. Algunas consecuencias de la férmula de Rodrigues
Pasemos ahora a estudiar algunas de las consecuencias de la férmula de Rodrigues.

1. Si calculamos el polinomio de grado 1 usando la férmula de Rodrigues (2.10) obtenemos:

Pi(x) = lf;)[a(x)pu)]’ — Bir(a),

y por tanto 7 es un polinomio de grado exactamente uno.

2. Tomemos ahora m = 1 en (2.10). Realizando unos célculos directos obtenemos

Ap B, d"? An d"H
/ —_nn 7 -__nm =
n(x) - pl(x) d$n_1 pn(a?) pl(l') d$n_1 pln—l(x)'

Luego,

>

Pla) = —2Pp ), (2.17)

n—1

S

donde P,,_1 denota al polinomio ortogonal respecto a la funcién peso p1(z) = o(z)p(z).

3. Escribiendo la ecuacién (2.10) para el polinomio de grado n+1, usando que [o(x)p,(z)] =

Tn () prn(x) y utilizando que

A (2) By, d¥ L pp ()

Bole) = =)o) dot

obtenemos una férmula difero-recurrente a tres términos?

An B,
o(x)P () = == |7, () P,(z) —
(@Pix) = 0 (@) Pala) — 5

Poyi(z)| . (2.18)

4Esta expresién, también caracteriza a los polinomios cldsicos y se conoce como caracterizacién de Al-Salam

y Chinara



2.2.2. Representacién Integral

Supongamos que pp(z) = 0"(x)p(x) es una funcién analitica en el interior y la frontera de
un recinto limitado por cierta curva cerrada C del plano complejo que rodea al punto z = x.

Entonces, usando la formula integral de Cauchy obtenemos

_ 1 [ pa(2)
p(@) = 2mi Joz —x

dz, (2.19)

de donde se deduce la representacién integral

PRy G VL. S R

omip(x) dz Joz—x  2mip(z) Jo (z — 2)nt]

Utilizando la representacién anterior, Nikiforov y Uvarov desarrollaron un método unificado
para tratar los polinomios cldsicos y diversas funciones especiales. Méas detalles se pueden

encontrar en [24].

2.2.3. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi

Comenzaremos escribiendo los principales parametros de las sucesiones de polinomios or-
togonales moénicos clésicos (SPOMC). Para mds detalles ver [24]. Los polinomios ortogonales
en la recta real, que son solucién de una ecuacién del tipo (2.6), se pueden clasificar en tres
grandes familias en funcién del polinomio o (7 siempre es de grado 1) [24], [8]. Cuando ¢ es un
polinomio de grado cero, los polinomios correspondientes se denominan Polinomios de Hermite
H,(z), cuando o es de grado 1, Polinomios de Laguerre LS (x) y cuando o es de grado 2 con
ceros reales y distintos, Polinomios de Jacobi Py 0 (), respectivamente. En las tablas 1 y 2
estan representados los principales parametros de dichas familias, en las cuales (a), represen-
ta al simbolo de Pochhammer®. Para los polinomios o se han escogido las llamadas formas

canonicas.

Cuadro 1: Clasificacion de las SPO clasicas.

Pue) [ Ha(o) | Lg@@) | P () |
o(x) 1 x 1 — 22
T(xz) | 2z |—z4+a+l|—(a+f+2)2+F—a
An 2n n nn+a+pB+1)
oy | e | e | G-y
a>—1 o, > -1
pu(z) | e | avteet | (1 — z)vte(l 4 g)n s

2.2.4. Representacién Hipergeométrica

De la férmula de Rodrigues (2.10) se puede obtener la representacién de los polinomios de

Hermite, Laguerre y Jacobi en términos de una funcion hipergeométrica de Gauss oF1 y 1F1

(ao=1, ()r =ala+D(a+2)---(a+k—1),k=1,2,3,....



Cuadro 2: Pardmetros de las SPO Monicas (a,, = 1).

Bu(z) || H(z) Ly (x) Py (x)
" . 1"
Bn on (-1) (n+<z<+ﬁﬁ4)r Dy
n(o —
bn 0 _n(n+ Oé) - 1 m
9 nly/m 2002t nIPn+a+ 1)I'(n+ B+ 1)
n n F(n+a+1n! I'n+a+8+1)2n+a+p+)(n+a+5+1)2

[24] definida, en el caso mas general, de la forma
qu a1,a2,...,0p
bi,ba, ..., b

De esta manera encontramos que

()" (3), 1 Fr ( o

H,(z)=
(_1)m(%)m$1F1 ( —;n x2>, n=2m-+1
2
e o (—1)nf(n+a—|—1) -n
Ly(x) = T(a+1) 1 1<a+1 3:),
o, o 2"(04+1)n —n7n+a+ﬂ+1 1—2
n (x)_(n+a+ﬁ—|—a)n2F1< a1 5 |-

Casos particulares

1. Los polinomios de Chebyshev de primera especie T, () :

2’ 2)(33) = %cos[narccos(m)].

2. Los polinomios de Chebyshev de segunda especie Uy, (z) :

o) = 18 V10) = 2

3. Los polinomios de Legendre E,,(x):

En(z) = PO (z) = % (;i) (1 — 2)" = (Z) (” : k) (—1)kzk.

k=0

Nota 2.2 : Ndétese que los polinomios de Legendre son ortogonales en un intervalo compacto
de la recta real respecto a la medida de Lebesque. Este hecho serd de utilidad mds adelante.
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2.3. Los polinomios hipergeomeétricos en redes no uniformes: los ¢g-polinomios

En este subapartado vamos a estudiar las principales caracteristicas de los g-polinomios.
Estas funciones especiales (o ¢g-funciones como suelen denominarse) tienen un sinfin de aplica-
ciones en combinatoria, teoria de nimeros, algebra computacional, etc.

Es necesario destacar que existen varias técnicas para tratar los g-polinomios. Una de ellas, y
quizas la més tradicional, es considerarlos como g-series hipergeométricas bdsicas [16] y deducir
propiedades a partir de éstas. Este punto de vista es menos general ya que es necesario

considerar por separado cada una de las familias a estudiar [16]. Otra forma consiste en consid-

erarlos como polinomios de variable discreta, i.e. como soluciones de la ecuacion hipergeométrica
g(@)y" +7(2)y' + Ay =0,

discretizada en la red no uniforme x(s) = c¢1(q)[q¢®* +q¢ * "]+ c3(q). Este segundo punto de vista

es mas general y contiene al anterior ya que una propiedad de las soluciones de la ecuacién

discreta (2.21) es que se expresan como series hipergeométricas bésicas.

2.3.1. La ecuacion hipergeométrica en una red no uniforme

Comenzaremos obteniendo una discretizacién de la ecuacién diferencial hipergeométrica

a(x)y" +7(x)y + Ay = 0. (2.20)

Para ello vamos a aproximar las derivadas 1’ e y” de la siguiente forma:

y (2) ~ % y(z(s +h)) —y(z(s)) | y(z(s)) —y(z(s —h))

x(s+h) — x(s) z(s) —z(s —h) ’
J(2) ~ 1 y(z(s +h)) —y(z(s))  ylxz(s)) —y(z(s —h))
z(s+8)—z(s—1) x(s+ h) — x(s) z(s) —x(s — h)
La razén de escribir el factor x(s + %) — a:(s — %) es debido a que la diferencia generalizada

aproxima mejor a la primera derivada en x (s — %), que en z(s) (ver pag. 55 de [22]). Susti-
tuyendo las expresiones anteriores en (2.20), y haciendo el cambio lineal de la variable s — hs

obtenemos la ecuacién

A Vyls) | 7(x(s) [Ayls) | Vy(s)
Az (s —3) Va(s) L [Am(s) * Va(s)

donde Vf(s) = f(s) — f(s—1), Af(s) = f(s+1) — f(s), 6(z(s)) es un polinomio de grado, a

lo sumo, 2 en z(s) y 7(x(s)), de grado 1, y A es una constante. Se puede comprobar que (2.21)

] + \y(s) =0, (2.21)

aproxima a (2.20) en la red no uniforme x(s) hasta orden O(h?).

En adelante llamaremos red a una funcién x(s) € C2(U), donde U es un dominio del plano
complejo, tal que x(s), s =0,1,2,... define un conjunto de puntos de C en los cuales vamos a
discretizar la ecuacién (2.20).

Consideremos ahora, en lugar de la ecuacién (2.21), la siguiente ecuacién equivalente

A Vy(s) Ay(s)

U(S)Aac (s —3) Va(s) T<S>Am(s)

+ Ay(s) =0, (2.22)
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donde o(s) = 5(z(s)) — 37(x(s))Az (s — 3), 7(s) = 7(z(s)), y donde por y(s) denotaremos
las soluciones de la ecuacién anterior, es decir, y(s) = y(z(s)). Nétese que 7 es también un

polinomio de grado a lo sumo 1 en x(s), no asi o, que en general, no es un polinomio en x(s)S.

Ejemplo 2.1 : Tomemos q # 1, sean z(s) = ¢* +q~ %, (s) = az(s) y 7(s) = 7(s) = bx(s) + ¢

con b #£ 0, entonces sustituyendo dichas expresiones de & y T en la ecuacion anterior se obtiene
(s) = ¢**(bg = b) + ¢"(a + g =€) + (bg” = bg” +bg —b) + ¢ ~*(@+72q’) + ¢ **(bg” — bg”)
gs q q glarcg—=cC q q q qg (a+cg q q q
donde @, b y € son transformaciones de las constantes a,b y ¢ respectivamente.
Ndtese que para que o(s) sea un polinomio en x(s) tendrian que ser iguales los coeficientes de

q** y de ¢%°, pero ésto no es posible, ya que b # 0.

A la ecuacién (2.22) se le denomina ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrico y las
soluciones de la misma cumplen la propiedad, comtinmente denominada propiedad de hiperge-
ometricidad, de que sus k-ésimas diferencias generalizadas vy, definidas por

A A A

() = R A Bt Y= A ) (2.23)

donde z,(s) = z (s + ), satisfacen una ecuacién del mismo tipo [22], [24]. Es evidente que

o) = 52 () = )

Ello nos conduce a la ecuacion

A Vyi(s) Ay (s) B
") A (5 1) Vaule) T B () ) =0 (224)
donde A R
(5) = gy + i DL ) = 7(e)
y

AT1i_1(s)
Mk = Pk—1+ 73— Ho = A
Azg_1(8)
De la ecuacién anterior se deduce que

oS — O\S T\S (s 1
=k Y ATy 2 TN AR TE A DR IR (o

Y al igual que ocurria en el caso continuo, se tiene que si queremos obtener polinomios de grado

n, entonces u, = 0, de ahi que

_ ATm S q%(nfl) _i_qf%(nfl) B &
= Z vry —[nlq {( 5 ERAUERI (2.26)

donde hemos usado de [5] la igualdad

ATk(S) _ 7~_/qk + qik
Axy(s) 2

6_//
+ ?[Qk}qv

5En nuestro trabajo utilizaremos g—polinomios en la red z(s) = ¢°. En este caso, debido a la “linealidad” de

la red, es fécil comprobar que o si es un polinomio en z(s).
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y donde [n], denota los g-nimeros’ . Por otra parte, es importante destacar que no para cualquier
red la ecuacion (2.21) Y (2.22) tienen soluciones polindmicas de tipo hipergeométrico en dicha
red, es mds, el siguiente resultado (condicién suficiente) junto con el publicado en [5] nos dan

una caracterizacién del tipo de red que debemos escoger.

Teorema 2.5 : El conjunto mds amplio de funciones x(s) para las cuales (2.22) tiene como

solucion una familia de polinomios de tipo hipergeométrico viene dado por

z(s) = c1(q)q® + e2(q)q ° + e3(q), q€C, (2.27)

donde c1,co, c3 son constantes que pueden depender de q, pero son independientes de s.

Nota 2.3 : Ndtese que para la red x(s) = s, se obtienen los polinomios cldsicos discretos de
Hahn, Meizner, Charlier y Kravchuk (ver [22] y [24]).

2.3.2. Foérmula tipo Rodrigues

La propiedad de hipergeometricidad es muy importante ya que nos permite encontrar, de
manera explicita, una férmula para el calculo de los polinomios que satisfacen la ecuacién en

diferencias (2.22). Para ello, escribamos previamente (2.22) y (2.24) en su forma simétrica o

autoconjugada: .
# gl\Ss S vy 5 S s) =
Ac(s— 1) [ (s)p( )w(s)] + Ap(s)y(s) =0, (2.28)
y
A Vyi(s
A D [a(s)l)k(s’)viiisﬂ + ppr(8)y(s) =0, (2.29)
donde p y pi son soluciones de las ecuaciones en diferencias de tipo Pearson
A A
Ar(s- D) [o(s)p(s)] = T(s)p(s), Az (s—1) [0(8)p(5)] = Te(5) pr(3), (2.30)

respectivamente. Conocida la funcién de simetrizacion p, podemos calcular la funcién pg usando
(2.24) y (2.30) [22], de hecho se prueba que la funcién

Pi(s)
U(S + 1)pk_1(8 + 1)

es una funcién periddica de periodo 1, que nos lleva a la relacién pi(s) = o(s + 1)px_1(s + 1),

de donde, por induccién, se sigue

k
pe(s) = p(s+ k) H o(s+m).

m=1

En adelante denotaremos por P,(s), a las soluciones polinémicas de grado n en z(s) de la

ecuacién en diferencias (2.22).

N1

zeC

B,
_

1l
I

[V NI

QR
SN
I
QR
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Finalmente, haciendo un desarrollo anédlogo al realizado en el caso continuo, llegamos a la férmu-
la de Rodrigues para los polinomios de variable discreta en redes no uniformes [22] soluciones

de la ecuacién (2.22)

Pl = 25T, V=V = s s o 2a)
Que puede reescribirse como
B, s 1" n 0 ": ) 0
=5 ) 6D 5n) S neee w2

donde 0f(s) =V f (s+ %) = f(s—i—%) —f(s— %)

Ademas, de forma andloga al caso discreto, de la férmula de Rodrigues (2.31) se pueden obtener
muchas propiedades andlogas a las de los polinomios clésicos (Jacobi, Laguerre, Hermite)[24].
Una de ellas es que 7 tiene que ser un polinomio de grado exactamente uno en z(s), ya que si

calculamos el polinomio de grado 1 usando la férmula de Rodrigues (2.31) y (2.30), encontramos

_ Bl Vm(s) _ Bl A
Pi(s)g = p(s) Vzi(s)  p(s) Ax(s)

[0(s)p(s)] = Bi7(s),

luego es directo.

2.3.3. La propiedad de la ortogonalidad

Hasta ahora sélo nos han interesado encontrar soluciones polindmicas de la ecuaciéon en
dife-
rencias (2.22). Si, ademds, queremos que dichas soluciones sean ortogonales tenemos que exigir
algunas condiciones adicionales. De manera andloga al caso continuo, a partir de las ecuaciones
(2.28) y (2.29) podemos demostrar la ortogonalidad de las soluciones polinémicas respecto a la

funcién peso p.
Teorema 2.6 : (Nikiforov, Uvarov [22]) Supongamos que existen dos valores a y b tales que

z* (s — 3) o(s)p(s) =0, (2.33)

para todo k > 0. Entonces las soluciones polinomicas P,, de la ecuacion (2.24) son ortogonales

dos a dos respecto a la funcion peso p definida por la ecuacion

A
Ao la TP = 76)els)
es decir, se cumple que
b—1
Z P (5i)qPm(si)gp(si) Az (si — %) = (5nmd721, Siv1 =8+ 1, (2.34)

s;=a

donde, como dntes, 0y es el simbolo de Kronecker y d,, denota la norma de los polinomios
Pp(s)q-
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2.3.4. Representacién integral

Supongamos que p, es una funcién analitica en el interior y la frontera del recinto limitado
por la curva cerrada C del plano complejo qur contiene a los puntos z =s,s —1,...,s —n, y

sea Ty (2) = 2 (2 + %) la funcién definida en (2.27). Para tales funciones zp,(z) se cumple que

z(s) —a(s —t) = [t Vz(s — ). (2.35)

Entonces, utilizando la formula integral de Cauchy obtenemos

BRVEACTACEN (230

prls) = 271 Jo xn(2) — xn(s)

Se puede probar que, dadas las funciones o y 7,, existe dicha curva C' [5]. Por tanto, es valida

la siguiente representacién para los polinomios Pj:

) — [n]q!Bn pn(2)1;,(2) -
P = s | s (2.37)

donde [n],! = [n]q[n — 1] --[2]4[1], n €N
Nota 2.4 : Notese que si g — 1, [n]; — n y [n]y! — nl.

A partir de (2.37) podemos encontrar una férmula explicita para calcular los P, de cualquier

grado, usando andlisis complejo, obteniéndose

n I( 1\ymtn Y _n-1 _
_B, Z [n]q ' ) z(s+m - 2l+)1 pn(s —n+ m) (2.38)
= mlg! [T Va (s + ) p(s)
Utilizando la expresién anterior y la ecuacién de Pearson (2.30) escrita de la forma
p(s+1)  o(s)+7(s)Az (s+m—251)
o(s) o(s+1) ’
obtenemos [23]
n | m+n \v4 _n-1
=0 3 e
"TIeg Va (s + =5+
n—m-—1 = m ql ! =0 2 (239)
< [[ lets =D [[lo(s+ D) +7(s +DAz(s+1-3)].
=0 =0

donde se ha adoptado el convenio Hl;lo f() =1

2.3.5. La representacion como ¢-series hipergeométricas

La expresion (2.39) nos permite encontrar la representacion de los polinomios P, en términos
de las g¢-series hipergeométricas. Para ello escribimos la férmula que define la funcién z(s) de

la siguiente forma

c1(q)
ca(q)

z(s) = c1(q)[¢° + ¢ ¥ "] + c3(q), donde ¢ = (2.40)
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Utilizando la propiedad de simetria:

x(s) = x(—s — p), Az(s—3) =—-Az(t—1) ‘ B , (2.41)

Fe() = Slo-s — ) +o(s)], Flals)) = D2 W= 00) (2.42)

Ar(s—3)

Como hemos visto anteriormente 7 es un polinomio de grado 1 en x(s), luego
4
T(s)Az(s — 3) = q Z brq®.
k=0

Anslogamente, para la funcién o tendremos o(s) = ¢~ 2p4(¢*), donde p4 es un polinomio ar-
bitrario de grado, a lo sumo, 4. Ademds, para tal seleccién de o y 7, los polinomios (z(s)) y
7(z(s)) son de grado, a lo sumo 2, y exactamente 1, respectivamente. Nétese que el coeficiente
lider y el término independiente de py no pueden ser simultdneamente ceros pues (2.42) im-
plicaria que 7(s) = const, lo cual es una contradiccion.

Consideremos el caso mas general, cuando ps es un polinomio con 4 raices diferentes, que

denotaremos por s;, ¢ = 1,2, 3,4, es decir,
4
pa(s) = CT](a* - ¢*),
i=1

donde C' es una constante. Como el coeficiente lider y el termino independiente no pueden ser
ceros simultdneamente, los demaés casos se obtienen tomando limites cuando ¢% — 0 o ¢% — .

Como ¢° — ¢* = mqq%(s"'si)[s — 8ilgy
o(s) = Als — s1]q[s — s2lq[s — s3]q[s — 54 A = const # 0. (2.43)

Por 1ltimo usando el g-andlogo de Pochhammer:

k—1

(alg)x = [] la+ml,, (2.44)

m=0

y todo lo anterior, sustituyendo la funcién o en (2.39) y realizando unos céalculos tediosos pero

elementales obtenemos (los detalles se pueden encontrar en [23])

n
Pu()y = By (% ) (1 + 52+ 1la)n(s1 + 53 + ) x
c1(q)g 2 w2
4

—n,2u+n—1—|—25¢,51—5,51+s+u '
i=1 ’

1+ 82+ 4,81+ 83+ p,81+ 84+ 1

(2.45)

X(s1+ 84+ p|q)n 4 F3 g1,

8En adelante, denotaremos por Kq a la cantidad q% - qié.
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0, en términos de las series hipergeométricas bésicas [23],

_7‘4
c1(q)g"xs

q
% (q81+83+#; q)n(q81+84+ﬂ)n 103

P,(s)q = By <

n
> — 5 (3s1+s2+s3+sa+ 15— 3<" ) (q81+sz+u)n %

—n

2,u+n—1+2?:1 Si S1—8 ,S1t+s+u (246)
. q ¢ % ,
q8—1+82+u7 q51+53+u’ q81+84+u 44

En las expresiones anteriores , [}, es g-funcion hipergeométrica definida mediante la expresién

[e.o]

k
a1, ag,...,0r ai|q a2(q)k -+ - (arlqg z p—r+1
TFP( ;q,2> :§ :< 1@)k(az|g)e - - (arlg)n ) [H q4k(k 1)} . (247)
k=0

b1, bs, ... by (01l@)k(b2l@)k - - - (bpl@)k (L)

donde (a|q)y son los g-andlogos del simbolo de Pochhammer (2.44), y ¢, son las series hiper-

geométricas bdsicas, definidas por

a1,a,...,q al, kaa,27 )k"‘(ar;q)k Sk L k1T
T%( bisb2, by 0 ) kz (br; @)k (b2; i -+ - (bp; Ok (a5 D SURE )] )
(2.48)
donde
k—1
(@) = [T (0 —ag™). (2.49)
m=0

2.4. Los ¢g-polinomios en la red exponencial z(s) = ¢*

—0o0

Consideremos ahora el limite u — oo, es decir, ¢g=*° — 0. Este corresponde a la red expo-

nencial x(s) = ¢1¢° + ¢3. Ante todo, notemos que o es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en
q®; por lo tanto, o y o(s) + T(S)Aac(s — %) son polinomios de grado, a lo sumo 2 en ¢°*. Como
Aac(s — %) = C1Kqq®, los términos independientes de o y o(s) + 7(s)Ax (s - %) coinciden. Por

tanto, pueden ser escritos de la forma

o(s <“l—><“2—1>

)= (2.50)
T(s)Az(s — 1) = A(g* —1)(¢* % - 1).
Este caso puede obtenerse a partir del caso general:
4 4
o(s) = A][ls sl o(s) +7(s)Aw(s = §) = o(—s —p) = A[[[s + 5i + la»
i=1 =1
escogiendo los pardmetros s; = s;(u), i = 1,2,3,4, y A = A(p) de la forma
si(p) = s1, s2(p) =s2, s3(p) =—51 —p, sa(p) =52 —p,
Ap) = ﬁgq—u—%(81+82+§1+§2)z’
y tomando el limite ¢=* — 0, la expresién (2.45) se transforma en?,
qin, q81+827§1 7§2+n71, qsfgl
Pa(s)q = Cnpa ( R 14,4 (2.51)

9Los célculos intermedios se pueden encontrar en [23]
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donde C,, es una constante.
Pasemos a calcular los g-polinomios pequenos de Jacobi para posteriormente obtener a partir
de ellos los g-polinomios pequenos de Legendre, los cuales utilizaremos en la seccién siguiente.

Tomando los limites ¢~%2 — 400, ¢~°1 — +00, ¢°2~°1 = ¢° se llega a que

— k._l —
(@5 @)k I ( 1—g—5tm > k(s—s1)
— 0 = D —— — q

—351. o —51+ )
(@55 q), o2 \1— g5t

por lo tanto,

- ~F-Bodn—1 s % - -3 5—1

q n, q81+82 S1—S2+n 7qs S1 . q n7 qsl Sat+n+ . s—si41

3P2 = = 54,4 2¥1 4,4 ’
q51 51 ’ qSQ So q6

o(s) = Aig* (¢ — 1),
o(s) +7(s)Az(s — &) — A" (¢* %2 — 1).

1

Donde A = A;¢®2. Si ahora, tomamos 51 = 0, ¢° = aq, ¢~ = bg y A; = ¢~ obtenemos los

g-polinomios de Jacobi

—-n

,ab n+1
Po(s)q = Cn 21 < 1 1 ;q,qs“) (2.52)

aq
con

o(s)=q¢""N¢" —1), o(s)+ T(S)Ax(s — %) = ¢*(bg*Tt = 1).

Por ltimo, como ya dijimos tomando en los ¢-polinomios pequenos de Jacobi a = b = 1,
tenemos los ¢-Polinomios pequenos de Legendre, cuya expresion y algunas de sus propiedades

mas relevantes, las veremos en

2.5. Los ¢-Polinomios Pequenos de Legendre

Los g-polinomios pequenios de Legendre se definen como

g " gt
P,(zlq) = 2@1( . i ¢, qx

n n+1.

. k. k
S (g ,q)k.(q $Q)k q.x L 0<g<l, (2.53)
ot (% O (4 )k

y son ortogonales en la red exponencial {¢*,k =0,1,2,...}, es decir:

n

- q
> 0" Pud 0 Pald"0) = T 5o o (2.54)
k=0

Si usamos los coeficientes ¢g-binomiales

H __ (&9 (2.55)

ko (@ Ok(¢ dn-k’
y las férmulas

) = (—1)F —nkk(o—1)/2_(GDn_ et

((ﬁ Q)n-i-k
I (G Dn—t (2.56)

0k = (@ @Qn

(¢
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entonces (2.53) se reduce a

n [y .
Py(z|q) = [ g RTREED/2 (g )k (2.57)

y como

vemos que efectivamente se obtienen los polinomios de Legendre en [0, 1] haciendo tender ¢ a

o5 (2)(2) cor -

k=0

uno

Tomando p = 1/g, se tiene que p > 151 0 < ¢ < 1, luego

_ k(n—k) | T
(@ @)k = (=1 p FED2(p;p)y, [n] =p "k H : (2.58)
! p
y podemos reescribir los g-polinomios pequenos de Legendre como
“An| |n+kl
Py(xlg) = p PRI (g, (2.59)
o ¥ p k P

Hay una férmula de Rodrigues para estos g-polinomios pequenos de Legendre en funcién del

operador D, para el que

[~ I &
Dyf(z) = (1—q)z ’ (2.60)
f'(0) siz =0,

que es
qn(n—l)/2(1 _ q)n

(¢ Dn

La cual nos sera util mas tarde. Para obtener mayor informacion y referencia sobre los g-

Pu(zlg) =

Dy [(qz; @)nz™], (2.61)

polinomios pequenos de Legendre ver [20].

La ecuacién (2.59) expresa los ¢g-polinomios pequenos de Legendre en la base de monomios
{1,z,2%,... 2"},

A veces es més conveniente usar otra base de polinomios, y para los polinomios ortogonales
sobre {¢*,k = 0,1,2,...} una base conveniente es {(qz;q)x,k = 0,1,2,...,n}. Necesitaremos
hacer uso de las g-series para este propdsito. Recordamos la formula g-andloga del binomio de
Newton [16]

n n -

(@5 Q)n =) [ AR CEI L (2.62)
o Lk

q
y su dual
n n .
z" = (—1)fq DR (@ )y (2.63)
k=0 k q
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Y un resultado més general sobre series g-binomiales es [16]

3 @5 @ (0T Do ) ] <1, (2.64)
= (@G Dn (%3 ¢)oo

Usando (2.63) con el argumento ¢" "'z en la férmula de Rodrigues (2.61), entonces tenemos

(1—p)" |7 k —nk+k(k+1)/2
P,(x|q) = -1 " D2 (qx; @) nik-
(zlq) o) gzo L p( )¥q o (475 Qnvk

Y facilmente se encuentra que

(45 On
¢ ODn-k(1 —p)

D];(q:r; Qn = ( k (973 @) n—k> (2.65)

asi que, usando (2.58) encontramos la expresién buscada

n+k

2 (—1)Fp(r=R=kED2(g2: ). (2.66)

p

Pa(alg) = (-1)" Y [”

k=0 k

p

Seguidamente, pasemos a describir las aproximaciénes de Padé, que como veremos guardan una
relacion directa con los polinomios ortogonales cldsicos y g-polinomios en el caso que utilicemos

la aproximacion diagonal, la cual definimos en el siguiente capitulo:
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3. Aproximaciones de Padé

3.1. Introduccién

La aproximacién Padé de una serie de potencias es una funcién racional de numerador de
grado p y denominador ¢ cuya serie de potencias coincide con la de la funcién hasta el grado
p 4 ¢ incluido. Segun los valores de p y g puede tener una utilidad u otra, nos puede dar
informacién del comportamiento de la funcién fuera de su radio de convergencia, y acelerar
funciones que convergen lentamente en su radio de convergencia.

Dichas aproximaciones pueden aplicarse en dicersos campos de la fisica, quimica, ingenieria
electrica, y otras dreas, de hecho en [6] se puede encontrar una buena referencia con una gran
variedad de aplicaciones donde se utilizan las aproximaciones de Padé, por ejemplo en Teoria de
convergencia, en el estudio de series de Stieltjes y de Polya, en el andlisis numérico para obtener
las desigualdades de Chebyshev para la funcién de densidad, e incluso podemos relacionarlas
con la teoria cuantica de campos para el estudio de osciladores arménicos o para el estudio de

la dispersién Pién-Pién, entre otros.

3.2. Definiciones Basicas

Sea f una serie formal de potencias en una variable

e}

f(t) = Z cit’ ¢ € R.

=0

Nuestro propésito es el de construir una fraccién racional cuyo denominador tenga grado k y
cuyo numerador tenga grado k£ — 1 de manera que su desarrollo ascendente en potencias de ¢
coincida con el de f al menos hasta el grado k — 1.

Hay varias razones por las que buscar estas aproximaciones para las series. La primera es que
se obtienen aproximaciones de funciones que podemos utilizar en la computacion. La segunda
es que se pueden acelerar series que convergen lentamente y la tercera es que no necesitamos
todos los coeficientes de la serie sino que nos basta conocer los primeros de la misma.
Comenzaremos el estudio definiendo un funcional lineal ¢ sobre el espacio de los polinomios de

variable real como
c(z') = ¢, Vi=0,1,....

A los ¢; los llamaremos momentos de orden i del funcional c.
Lema 3.1 : f(t) = c((1 —2%)71).

Prueba: Nos basta dar el desarrollo en serie de potencias de (1 — zt)~! y aplicar el funcional

o

c((l—at)™)=c (Z(ﬂ?t)k> = (1) + (@)t + (@)t + - = co+ ert + cot® + -+ = f(1).

k=0

O

Sea v un polinomio arbitrario de grado k

v(x) = by + bz + - + bpa®,
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y sea w

T —t

ity = o (M=),

donde ¢ actua sobre la variable x y ¢ es un parametro. Entonces se cumple el siguiente

Lema 3.2 : w es un polinomio de grado k — 1 cuyos coeficientes pueden escribirse como

k—i—1

k—1
w(t) = Zaitl, a; = Z Cjbi+j+1 1=0,...,k—1.
i=0 =0

Prueba: Es claro que

v(z) —v(t)

- =bit () et N A A
x_

ya que
b — ¢t

x—t

B IR o SRS
Aplicando ¢ a ambos miembros tenemos el resto del aserto.

a

Nota 3.1 : Ndtese que si tomamos dos polinomios que difieren en el término constante se

tiene el mismo polinomio w.

Ahora definimos ¢ y @ como
o(t) = tho(t™h),

w(t) = t*tw(th).
Un sencillo cédlculo nos muestra que ¢ y w invierten los coeficientes, i.e.
@(t) = botk + bltk_l + -+ by,

w(t) = aotk_l + (Iltk_g + -t ag—1.

Es por ésta razén que diremos que w (o w) es el polinomio asociado (de primer tipo) a v (o 0)

respecto al funcional ¢. Veamos uno de los principales resultados de esta seccién

Teorema 3.1 :
—fit)y=0@", t—o.

Prueba: Consideremos la serie
w(t) —o(t) f(t).
Es facil ver con lema 3.2 que la serie comienza con el término en t*, luego si dividimos por o(t)

se mantiene el mismo resultado.

a

A tal aproximacién racional de f la denotaremos por

(k= 1/k)f(t)
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y la llamaremos aprozimacion de tipo Padé de f.
Ahora veremos cémo construir aproximaciones racionales de f con distintos grados en el nu-

merador y denominador. La serie f puede escribirse como
flt)=co+ct+- +et" +t" (D),

con
fn(t) = Cn+1 + Cn+2t + e (31)

Luego podemos considerar la siguiente fraccion racional
co+ert+ -+ ept™ + T (k= 1/k)y, (1),

donde (k —1/k)y, (t) es la aproximacién tipo Padé de f,(t), es decir,

v(z) — v(t)> |

r—t

(k—1/k);, (1) = @()/o(t),  con  w(t)=c"+D (
donde el funcional ¢(®*V) se define como
c(n)(xi) = c(a™) = i

La razén de esta eleccién es que el término independiente de f, es ¢,4+1 segun (3.1).
Asi, en general, a la fraccién racional de numerador de grado k y denominador de grado n + k

que aproxima a f la denotaremos por

(n+E/k)s(1).

Teorema 3.2 :
(n+k/k)p(t) — f(t) = O@" ),

Prueba: El resultado se tiene rapidamente del hecho de la definicién de (n+k/n)¢(t) y de que

(k—1/k) (1) — fult) = O(tF).

a

Ademsds, debido a que el funcional ¢ es lineal es facil comprobar, por una parte
A1 = 2t) ™Y = (@™t (1 — zt) 7).
Por otra parte, se tiene la siguiente identidad
(1—at) b= 1 —at) ™ — (at) 7 — o — (2t) T (3.2)

Por lo tanto, aplicando el funcional ¢ a (3.2) y usando la convencién de que c(z') = ¢; para

1 < 0, obtenemos que

F@O) =t ez (1 —at) ™) = 7 oot et 4 ).
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Definamos
Fot) =04+0t+ - +0" 24 cot™ eyt + -,

entonces podemos construir una aproximacién tipo Padé de f,, cuyo denominador tenga grado
n + k y cuyo denominador tenga grado n + k — 1. Asi, al igual que en el proceso anterior, se
tiene que
—n4+1 ~ ~
"+ k—1/n+ k)?n(t) =w(t)/o(t).

Como los primeros n — 1 coeficientes de f son cero, por el lema 3.2, w es un polinomio de grado

k y w es un polinomio cuyo grado estd entre n — 1 y n + k — 1. Luego, la fraccién racional
T (k= 1/n+k); (8),

tiene denominador de grado n + k y denominador de grado k. Asi, denotaremos a esta fraccién
por
(k/n+k)s(t).

Al igual que en los casos anteriores se tiene un teorema que nos predice lo “buena“ que es la

aproximacién:

Teorema 3.3 :

(k/n+k)p(t) = f(t) = O(*H).
La prueba de nuevo es andloga a las anteriores, basta aplicar teorema 3.1 obteniendo
(n+k—1/n+k)5 (t) = fu(t) = O@"™F),
y el resultado es inmediato.

Nota 3.2 : Podriamos haber definido esta iltima parte de una manera andloga a la anterior

definiendo el numerador w de (n+k —1/n+ k)7 a partir de

w(t) = =+ <v<x>—v<t>> |

x—t

y tomando
w(t) = " h(th).

Todo lo anterior nos permite construir una aproximacién racional con grados arbitrarios, tanto

del numerador como del denominador, a las que, en general, denotaremos por

(p/a)f(t),

donde p es el grado del numerador y g el del denominador, que pueden escribirse de la forma

(p/a)s(t) = et + T a(t) /(t),
=0
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donde v es un polinomio arbitrario de grado q y

o(t) = thu(t™1),
w(t) _ C(p—q+1) (U(.’L‘) — U(t)> :

T —1
w(t) =11 w(t ™),

con la convencién de que la suma vale cero si p < q.
Al polinomio v le llamaremos polinomio generador de la aproximacion. Obviamente, podemos

unificar los tres teoremas vistos hasta ahora en el siguiente resultado

(p/a)s(t) = f(t) = O*).

Luego, como ya mencionamos en la introduccién de este capitulo, para obtener un cémputo de
la, aproximacion racional de f de orden p nos basta con conocer co, c1, - -+, ¢p.

Por construccién es claro que las aproximaciones tipo Padé pueden expresarse mediante la
‘tabla‘

(0/0) | (0/1) | (0/2)
(1/0) | (1/1) | (1/2)
(2/0) | (2/1) | (2/2)

con (p/0)5(t) = co + - cyt?.

Esta es conocida como tabla de Padé, a los elementos (k/k) se les llama aproximaciones diag-
onales, los cuales, como veremos, tienen una gran relevancia en nuestro trabajo. Ademas, se
tienen relaciones de recurrencia entre los elementos de esta tabla si los polinomios que la gener-
an forman parte de una familia de polinomios ortogonales. Asi, podemos ver cémo comienzan
a aparecer relaciones entre estas aproximaciones y los polinomios ortogonales, aunque también

pueden darse relaciones de recurrencia en otros casos.

3.3. Propiedades Basicas

En esta seccidon veremos, en principio, propiedades algebraicas de este tipo de aproxima-
ciones, asi como el estudio del error que se comete al realizar aproximaciones de tipo Padé. La

primera propiedad es la unicidad
Propiedad 3.1 : Sean W y V polinomios de grados p y q respectivamente tales que
W (t)/V(t) - f(t) = O@**).

Entonces
W(t)/V(t) = (p/a)s(t),

donde el denominador de (p/q) viene dado por V.

Prueba: Supongamos p > g. Entonces W(t)/V (t) puede escribirse como

W()/V(t) = R(t) + #~1Q(t)/V (b),
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donde R tiene grado p —q y @ tiene a lo mas grado ¢ — 1. Esto nos lleva a decir que

pP—q

R(t) =) at',

i=0
y que Q(t)/V(t) = cp_gi1 + Cp_grat + -+ - + cpt? 1 + O(t?). Por lo tanto los coeficientes de los
polinomios () y V estan relacionados de una forma similar como lo estaban los del lema 3.2. Esto
quiere decir que @ es el asociado a V' respecto el funcional ¢P~91) y que W (t)/V (t) = (p/q) (1)

como se vid en la seccién anterior. El caso ¢ > p puede realizarse de una forma anéaloga.

a

Esta propiedad es muy importante y nos permite obtener resultados de una manera muy sencilla

como veremos en la siguiente propiedad

Propiedad 3.2 : Sea K(t) = af(t) + Ri(t) donde a es una constante y Ry un polinomio de
grado k < p — q. Entonces,

(/@)K (t) = a(p/q)s(t) + Ri(1),

si las dos aproximaciones tienen el mismo (polinomio) denominador, es decir, el mismo

generador.

Prueba: Se tiene que

(p/@) K (t) = af(t) + Ri(t) + O™,
a(p/q)§(t) + Ri(t) = af(t) + Ry(t) + O(P+1).

Si g+ k < p entonces a(p/q) s + Ry, es el cociente de un polinomio de grado p y otro de grado
q, de donde se sigue la propiedad.

O

Propiedad 3.3 : Supongamos que f(0) =0 y sea tg(t) = f(t). Entonces
tk = 1/k)g(t) = (k/k)s (1),
st las dos aproximaciones estdn construidas con el mismo denominador.
Prueba: Como f(0) = 0 quiere decir que ¢y = 0, asi tenemos
glt)=c1+cot +--- .
Ademis t(k — 1/k),(t) = tg(t) + Ot 1) = f(t) + O(tFF1). Como t(k — 1/k)4(t) es el cociente
de dos polinomios de grado k, por la unicidad, se tiene que es igual a (k/k)f(t).
U

Propiedad 3.4 : Si

(p/9)s(t) = Pi(t)/Q(t) = f(t) + AT 4+ O(t2),

(p+1/9)5(t) = P2(1)/Q(1),
entonces
Py(t) = Pi(t) — AQ(0)tPH,
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Prueba:

— AP L O(#P12),

Ahora, una vez vistas algunas propiedades sencillas relativas a las aproximaciones de Padé,

pasemos a estudiar el comportamiento del error en tales aproximaciones

Teorema 3.4 :

k v\xr
Ft) — (k— 1K) (1) = - ( ”).

o(t) \1—at
Prueba:
at) = e <W> e <tkv(t—11)__$§kv($)> =o(t)f(t) — t*c <1v£wit> :

y el resultado es directo aplicando el lema 3.1.

a

Este Teorema nos muestra que (k — 1/k)¢(t) puede calcularse reemplazando (1 — zt)~! por

<1 - U?Ef%) (1— )™,

en f(t) = c((1 —xt)~1). Asi por este teorema podemos ficilmente obtener el siguiente

Corolario 3.1 :

k2 )
(0 = (k= 1/R)5(0) = 55 > i
=0

con d; = c(z'v(x)) = boc; + biciv1 + -+ + brCitg.

En algunos casos el funcional ¢ puede calcularse explicitamente. Supongamos que f es holomorfa
en una regién D’ simplemente conexa del plano complejo la cual contiene al origen y sea C’
una curva simple en D', entonces como consecuencia del Teorema de Cauchy se tiene

fiy= 2 [ 1@,

_27TZ C/Z—t

donde t recorre el interior de C'.

Si cambiamos z por !, entonces Obtenemos'®

o1 f(p—1
C(l—la:t> :f(t):;m/ol]i(anf)dx'

donde C'y D son los transformados de C’ y D', bajo dicho cambio de variable, respectivamente,

ademads nétese que co € D.

Con ésto, podemos concluir que una representacién del funcional ¢ es la siguiente

o(F(x)) = —— /C oL (@) F(2)da.

27

0Como consecuencia del lema 3.1
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Usando esta representacién podemos obtener la siguiente expresion para el error de las

aproximaciones de tipo Padé:

k 17_1 $_1 vl
1O = k=100 = 55 [ e 1CLIC) PN

o(t) 2mi 1—at

Finalmente, a partir del teorema 3.4 se obtiene el siguiente

Corolario 3.2 : i1 (@)
)= (/a)s0) = S e (112

donde v es el polinomio generador de (p/q)s.

Para un estudio més completo y detallado ver, por ejemplo, [14].

3.4. Aproximaciones de Padé para las funciones de Markov

Para nuestro propésito es suficiente considerar las aproximaciones (diagonales) de Padé en

el infinito. Sea f una funcién, cuya expresién formal cerca del infinito viene dada por
> 1
fz)~ T (3.3)
k=0

El problema consiste en encontrar un polinomio P, de grado < n y un polinomio @,, de grado

<n—1 tal que

Fz) - %Z((;) =0 <22i +1) , (3.4)

Es decir, encontrar el aproximante de Padé (n/n);y.

Para P, hay n + 1 coeficientes y para @),, hay n coeficientes, luego tenemos 2n + 1 incégnitas.
Ademsds, como hemos visto, hay un grado de libertad ya que podemos multiplicar numerador
y denominador por un factor comun. Por lo tanto, tenemos 2n parametros. E imponiendo que
los coeficientes de z=* en el desarrollo de f(z) — Qn(2)/Pn(z) sean cero para k = 1,2,...,2n,
obtenemos 2n ecuaciones. De cualquier forma, ésto nos hace ver que este camino de formular el
problema de la aproximacion de Padé nos puede causar muchas dificultades, e.g., los polinomios
Qn y P, no son tnicos debido al factor comiin que podemos introducir (lo que sucede cuando
hay bloques en la tabla de Padé). Asi, una mejor formulacién del problema serfa la de encontrar

Qn y P, tales que
1
P.(2)f(z) — Qn(z) =0 (z"“) .

ésto produce 2n ecuaciones lineales con 2n parametros libres. Veamos a continuacion cémo la
aproximacion de Padé se relaciona estrechamente con los polinomios ortogonales.

Para ver esto, tomemos una curva I' que encierre al origen (o mejor: que encierre al infinito),

k

entonces multiplicando ambos miembros de (3.4) por 2" e integrando encontramos que

1 1 = 1 ,
o= | Pu(2)2F f(2)dz — 2m./FQn(Z)deZZ;lajmfrzk_]_ldz.

2mi T
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Por el Teorema de Cauchy, la integral de Q,,(z)2" es cero ya que el integrando es un polinomio.
Ademas, por el Teorema de los residuos
1
— | 2M™dz =0, m # —1.
27 T
Por lo tanto, formalmente, tenemos la siguiente ortogonalidad
1

— | Pu(2)2Ff(2)dz =0, k=0,1,2,...,n—1. (3.5)
2mi Jr
La funcién ‘peso‘ viene dada por la funciéon f que estamos aproximando. Esto es una ortogo-
nalidad formal ya que la ortogonalidad no estd asociada con un producto interior sino con un
funcional L actuando sobre polinomios P como sigue
1
L(P)=— [ P(2)f(2)dz.
(P)= 5 | PGII)
No obstante, cuando la funcién f es de una naturaleza particular, entonces dicha ortogonalidad

formal se traduce en una ortogonalidad real asociada a un producto interior. De hecho, si f es

b
)= [ 21 (3.6)

)
zZ—XT

una funcion de Markov, es decir

donde [a, b] es un intervalo real acotado y u es una medida real positiva sobre [a, b], entonces

si desarrollamos 1/(z — x) usando la serie geométrica

1 > zk
I (3.7)

>
2—x 2kt
k=0

el desarrollo cerca del infinito de f es

00 b
f(z) = #*du(),
> |

luego los coeficientes ¢ en el desarrollo (3.3) son los momentos de la medida p. Usualmente
esta medida se toma como una medida de probabilidad, i.e. [ dp =1, luego f(z) se comporta
como 1/z cuando z — oo. Por lo tanto, los polinomios en la aproximacién de Padé pueden
tomarse ménicos. Si elegimos una curva cerrada I' que contenga al intervalo [a,b], entonces
podemos intercambiar las integrales en (3.5) (la integral estd acotada para = € [a,b] y z € T,
por lo tanto podemos usar el Teorema de Fubini) para hallar
/bl,/Wdzdu(m):O, k=0,1,2,...,n— 1.
o 2T Jr z—=

Ahora aplicamos el Teorema de los residuos obteniendo que
b
/ Py (z)z*du(x) =0, k=0,1,2,...,n—1. (3.8)
a

Por lo tanto, los denominadores de la aproximacién de Padé para las funciones de Markov se
obtienen como una sucesién de polinomios ortogonales sobre [a, b] respecto a la medida p de la
funcién de Markov (3.6)!!. Sea
b
Po(z) — Pu(x
Q) = [ 2D gy ), (3.9
a

Z—X

"Esta forma de introducir los polinomios ortogonales estd descrita con detalle en [14].
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entonces (), es un polinomio de grado n — 1. Ademads, este polinomio es el numerador de la

aproximacion de Padé. Para ver ésto, calculamos

b b Pz
PG = @ul) = [ 2 (o) - [ =P g,
por lo tanto,
b x
PG = @) = [ 2 o) (3.10)

Desarrollando 1/(z — z) y usando la serie geométrica (3.7) entonces de la ortogonalidad (3.8)
se deduce que se tiene (3.4).

Para la aproximaciéon de Padé es necesario, ante todo, encontrar el denominador P,,, que se
calcula resolviendo un sistema de n ecuaciones con n incognitas (recordar que P, estd determi-
nado salvo una constante), que se obtiene usando las n condiciones de ortogonalidad (3.8). Una
vez que se conoce P,, se puede encontrar el numerador @, a partir de (3.9). Ademds, (3.10)

nos da una expresion cerrada para el resto del problema de la aproximacion.

3.5. Aproximaciones de Padé con Mathematica

En este apartado pretendemos mostrar un algoritmo muy sencillo para calcular los aprox-
imantes (p, q) descritos previamente. Enunciemos el teorema que nos permitird definir dicho

algoritmo para el calculo de las aproximaciones de Padé de orden (n,n):

Teorema 3.5 : Sea P,(z) = > 1_yapz® y Qu(z) = 2™ + ZZ;(I) bpa®. Supongamos que f tiene
2n + 1 derivadas continuas en un entorno de x = 0. Entonces f tiene un aprorimante de

Padé (n,n) y los coeficientes a; y b; satisfacen el sistema de ecuaciones:

i f(n—m—i-k) (O) ; f(n+k) (0)

m=—-—=, k=1,2,...,n,
(n—m+ k)] (n+ k)] "
m=1
. X (3.11)
FEm(0)
Sl YW k=12
L= (k—m)!

La demostracién de este teorema es directa y la omitiremos.

Veamos un ejemplo sencillo del funcionamiento de dicho algoritmo. Consideremos la funcion

1
VA — 22
En primer lugar definamos la funciéon que queremos aproximar y el orden de la aproximacién

p:

fz) =

In[1]:=
flx_]=1/Sqrt[4-x"2];
p=4;co=£[0];

Definamos el vector de las derivadas hasta orden n = 8

In[2]:=
c=Table[(1/k!) D[f[x],{x,k}]/.x->0,{k,2p}]
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Out[2]:=
1 3 5 35
{0, --, 0, -—-, 0, -————, 0, ————- }
16 256 2048 65536

Definamos ahora la matriz A del sistema 3.11

In[3]:= A=Table[c[[p-m+k]],{k,p},{m,p}]

Out[3]:=
3 1 3 1 5 3
<{---, 0, --, 0}, {0, ---, 0, --}, {----, 0, -——, 0O},
256 16 256 16 2048 256
5 3
{0, -——, 0, ——-}}
2048 256

El término independiente del sistema, e, lo podemos escribir de la forma:

In[4]:=
e=Table[-c[[p+k]],{k,p}]
Out [4] :=
5 35
{0, -(----), 0, -(-———- )}
2048 65536

Resolviendo el sistema tenemos:

In[5]:=
b=LinearSolvel[A,e]
Out [6] :=

5 5
{0, -(--), 0, ---%

16 256
In[6]:=
a=Table[c[[k]]+Sum[b[[m]] c[[k-m]],{m,k-1}]1+ b[[k]] co,{k,p}]
Out[6] :=

3 1
{0, -(--), 0, ——-%}

32 512

Finalmente, definimos el aproximante de Padé:

In[7]:=
pade[x_]:=(co+Sum([a[[i]] x7i,{i,p}])/(1+Sum[b[[i]] x~i,{i,p}])
pade [x]
Out[7]:=
2 4
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16 256

Debemos destacar que el Mathematica tiene un paquete que nos permite calcular el aproximante
de Padé de orden (p, q) de la funcién. Para ello es necesario cargar el paquete Calculus‘Pade‘.
El comando Padelf,z, zo,p, q] nos da el aproximante de Padé de orden (p,q) de la funcién
f(x) en torno al punto xg.

Finalmente, calculemos el aproximante de Padé de orden (p,q) con p # q. Para ello podemos
utilizar el comando LogicalExpand. Por ejemplo calculemos el aproximante de orden (2,4)

de la funcién .

f(fﬂ)—im'
In[8]:=

n=2;m=4;

ser=Series[f[x],{x,0,n+m}];

plx_]:=Sum[a[k] x"k, {k,0,n}];
qlx_]:=x"m+Sum[b[k] x"k,{k,0,m-1}];
coef=Solve[LogicalExpand[ser * q[x] - p[x]==0]]
padelx_]:=plx]/qlx] /. coef[[1]]

Out [8]:=

{{al0] -> 64, b[0] -> 128, a[1] -> 0, b[1] ->0,
al[2] —> -8, b[2] -> -32, b[3] —> 0}}

In[9]:=
pade [x]
Out [9]:=
2
64 - 8 x
2 4

128 - 32 x + x

Por tdltimo veamos que efectivamente nuestro algoritmo nos da la aproximacion correctamente

comparandola con la que da el paquete mencionado previamente

In[10]:=

<<Calculus ‘Pade*

In[11]:=
Simplify[Pade [f [x],{x,0,n,m}]-pade[x]]
Out[11]:=

32



0

Por ultimo decir que dicho paquete informatico tiene otros subdirectorios muy completos de

interpolacién'?

12Para més informacién ver [21].
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4. Aproximaciones de Padé simultaneas (Hermite-Padé)

Tras este primer capitulo en el que hemos dado las nociones de la aproximacion de Padé para
una funcién, veamos cémo extender dicha aproximacion para obtener una aproximacién racional
de varias funciones simultaneamente. Este concepto data del siglo pasado y se le conoce como
aproximaciones de Hermite-Padé.

Consideremos r funciones (fi, f2,..., fr) con un desarrollo formal cerca del infinito dado por

- 1
fJ(Z)NZCkJF, jzl,...,T.
k=0

Dado un multi-indice n, i.e., n = (ny,...,n,), con n; enteros , distingiremos dos tipos de

aproximaciones distintas:

1. Aproximacién de tipo I: El objetivo es encontrar polinomios Ay, ..., Ay, , donde A, es

de grado n; — 1 y un polinomio B,, tal que

z|"|

Am<z>f1<z>+~--+Am<z>f7«<z>—Bn<z>=0< ! ) n] =y £t by (A1)

2. Aproximacién de tipo II: El objetivo es hallar un polinomio P, de grado < |n| = nj +

-++ 4+ n,, y polinomios @y, ..., @y, tales que
1 .
Po(2)fj(2) = Qu,(2) = O <z"]+1> ., J=1,2,.. ., (4.2)

Una nocién importante en las aproximacién de Hermite-Padé es la normalidad.

Definicion 4.1 : Un indice n € Z',, n # 0 se dice normal para un problema de aprozimacion

st se obtienen polinomios con el mayor grado posible esperado.

Nota 4.1 : En el caso que todos los polinomios sean normales se tiene la unicidad para el

problema.

Asi, en el caso Padé, si todos los indices de la aproximacién son normales, entonces la tabla de
Padé no contiene bloques, i.e. las secciones de la tabla de Padé contienen las mismas funciones
racionales como aproximacion. La normalidad también es importante en las aproximaciones de
Hermite-Padé. Un multi-indice es normal para la aproximacién de tipo I si el grado de cada
Ap; es nj — 1. De la misma forma n es normal en la aproximacién de tipo II si el grado de @y,
es |n.

Hay un tipo de funciones particularmente importantes para este tipo de aproximaciones; éstas
son las funciones de Markov, ya mencionadas anteriormente, puesto que todos sus indices
son normales. Hay diversas formas de definir los sistemas de Markov para aproximaciones de
Hermite-Padé, para los cuales los indices relevantes son normales. Pasemos a ver algunos de

estos sistemas de Markov.
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4.1. Sistemas de Chebyshev

Este primer sistema de Markov, es conocido como sistema de Chebyshev. Los sistemas de
Chebyshev se emplean a menudo en la teoria de la aproximacién, estadistica matematica, entre

otros, ver [24]. Pasemos a definirlo

Definicion 4.2 : Un conjunto de funciones reales

uo(t), ui(t), ..., up(t), (4.3)

continuas en un intervalo real [a,b], se dice que forman un sistema de Chebyshev

(o T-sistema'3) de érden n € Z,, si toda funcién de la forma
P(t) = apguo(t) + - -+ + anun(t), gy, €ER, ad+---+a2 >0
se anula a lo mds en n puntos de |a,b].

Esta definicién es equivalente a que el determinante

uo(to) ui(to) Un(to)
Ul(to,t1,... t,) = det uo(t1) “1('t1) un(t1)
uo(tn) ui(ty) - un(tn)

del sistema

n
Zakuk(tj):O, j:0,1,...,n
k=0

sea no nulo para a < typ < t; < -+ < t, < b. Como U es una funcién continua y U # 0,
entonces U no cambia de signo en cada uno de los subintervalos (¢;,t;+1). Si U > 0, a (4.3) se

le denomina T -sistema. Las siguientes propiedades elementales se deducen facilmente.

1. Dados n puntos distintos tg, t1, - -, t,, de [a,b], hay una funcién P(t), no trivial, en un
T-sistema de orden n dado con ceros en dichos puntos. Ademds esta funcién queda com-
pletamente determinada salvo un factor de proporcionalidad: P(t) = CU(t,t1,t,...,t,),
C #0.

2. Hay exactamente una funcién P(t) en un T-sistema de 6rden n que toma n + 1 valores
asignados previamente sobre n + 1 puntos de [a, b].
4.2. Sistemas de Angelesco. Extensiones

La nocién de sistema de Angelesco la introdujo Angelesco [3] en 1919. Un sistema de

Angelesco es un sistema de fuciones tipo Markov de la forma:

fj(z)—/Aduj(m), j=12...,r

. 2 — X
J

donde A; son intervalos disjuntos dos a dos, i.e. A; N A; = ) siempre que ¢ # j, y pj es

una medida positiva sobre los Aj;, o sea, cada funcién f; es una funcién de Markov y los

13Se llama asi debido a que en francés Chebyshev se transcribe como Tchebysheff

36



soportes de las medidas p; son r intervalos disjuntos. Otro sistema interesante es el sistema de
Angelesco-Chebyshev (AT-sistema) donde tenemos un conjunto de funciones tipo Markov pero
ahora definidas con una misma una medida y en un tinico intervalo, pero con diferentes pesos

(densidades) para cada funcién. En particular,

by
fj<z>=/ ﬂdu(t), j=1,...,m

z—1

donde uy(t),..., " tuy (1), ua(t), ..., up(t),...,t" lu.(t) es un sistema de Chebyshev sobre
[a,b] v 1 es una medida positiva sobre [a,b]. Finalmente un sistema ain mds complejo es el
sistema de Nikishin (N-sistema) [25]. Este sistema estd constituido por funciones tipo Markov
sobre un mismo intervalo pero con pesos definidos en términos de funciones de Markov sobre
intervalos disjuntos. Para definir estos sistemas necesitaremos la notacién introducida en [17].
Sea, 01 y o1 dos medidas reales y sean A; y Ay los intervalos (abiertos) més pequenos que
contienen al soporte de o1 y o9, respectivamente. Supondremos que A; N Ay = (). Definiremos

a continuacién una nueva medida (o1, o2) mediante la férmula

doa(t)

p— doi(z) = 62(z)do(x). (4.4)

dlor. o)) = |

Es fécil comprobar que (o1, 02) es una medida real positiva cuyo soporte coincide con el de o7y.
Sea ahora un sistema de intervalos Ay, Ay, ..., Ay, tales que Aj_ 1 NA; =0, =2,...,my
que son los intervalos méas pequenos que contienen los soportes de las medidas o1, 09,...,0m,

respectivamente. Definamos ahora las medidas'4

(01,02,...,0541) = (01,(02,...,0541)), k=2,...,m—1

Definiremos un sistema de Nikishin como un sistema de funciones tipo Markov siendo las

medidas

p1 = (01), p2 = (01,02), -, i = (T1, .., Om).

A(z) = /A dun (@)

zZ — T

_ dp (1) dpiz(z2)
fs) = /A i /Ml_m,

Es decir,

£(2) = / dm(xl)/ dﬂz(@)m/ dpr (2r)
" A 221 Ja, w1 =20 A, T — @

donde p; es una medida positiva sobre el intervalo A; y A; N A; = () siempre que i # j. Este,
es un AT-sistema sobre Aj con u; = 1y (ug,us,...,u,) de nuevo un sistema de Nikishin pero
ahora para un intervalo Ay disjunto con Aj.

Para las funciones de Markov los denominadores de la aproximacién de Padé cumplen las

14 Ademés supondremos que Vk € Z1 y 1 <i < j <m |z|* € Li({04,...,05)), ((0:) = 03).
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propiedades de ortogonalidad. Para la aproximacién de Hermite-Padé hay un nuevo tipo de
ortogonalidad que es bastante ttil. Para aproximaciones de tipo I sobre un sistema de Angelesco
podemos tomar de nuevo una curva cerrada I" encerrando a los intervalos Aj, luego de (4.1) se

deduce que

1 ] |
i F(Am(z)fl(z)+"'+AnT(Z)fr(z))zkdz—m/an( kdz— 2%27”/ i g,

Jj=In|

La segunda integral es cero por el Teorema de Cauchy. De la misma manera, el término derecho
es cero para k < |n| — 1 ya que el residuo siempre es cero. En la primera integral usamos que

cada f; es una funcién de Markov y cambiamos el orden de integracién para encontrar
T
Z/ Ap, (x)zFdu;(z) =0, k=0,1,2,...,|n| - 2. (4.5)
=178

Los polinomios B,, estian dados por

" A, (2) — Ay (x
B =3 [ A )

Z—X

ya que

> A, (2)15() Z/ 0 o), (4.6

y la condicién (4.1) se cumple en efecto ya que las condiciones de ortogonalidad (4.5) se cumplen
(desarrollar 1/(z — x) en potencias de 1/z). Para AT-sistemas tenemos férmulas similares, de

hecho la ortogonalidad viene dada por

b T
/ ZA”J' (2)u;(x) | 2Fdu(z) =0, k=0,1,2,...,|n| -2, (4.7)
a j=1

el polinomio B,, viene dado por

y el resto es
> A (I5) - Bue) = [ 2 ) (4.9
j=1

Para aproximaciones de tipo II tomamos la ortogonalidad multiple (poli-ortogonalidad) para
el denominador comtun F,,, donde las condiciones de ortogonalidad estan distribuidas sobre r
partes. Para un sistema de Angelesco y una curva cerrada I' encerrando a todos los intervalos

Aj, tenemos

o

1 1 k—i
3mi P, (2)fi(2)z dz—/Qn’J )dz = Z amm/rz dz.

r i=n;j+1
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De nuevo, la segunda integral es cero por el Teorema de Cauchy, y el término de la derecha tiene

residuo no nulo para £ < n;. Intercambiando el orden de integraciéon obtenemos la ortogonalidad

/Pn(x)xkduj(:c):(), k=0,1,...,nj—1, j=1,2,...,r. (4.9)

A
El numerador @), ; viene dado ahora por

@n,j(z) = /Av Mdﬂj(ﬂﬁ),

z—x
y el resto en la aproximacién de tipo Il para un sistema de Angelesco es

P,(x)

Aj zZ—XT

Po(2) fj(2) — Qni(2) =

dpj(z), j=1,2,...,m (4.10)

De nuevo, las formulas son muy similares para la aproximacién de tipo II de un AT-sistema.

Las condiciones de ortogonalidad son
b
/ P, (x)afu;(x)du(z) =0, k=0,1,....,n; — 1, j=1,2,...,7 (4.11)
a
Los numeradores vienen dados por
b
P,(z) — Py(x
@ug(e) = [ P ),
a z—x

y el resto para la aproximacion de tipo II viene dado por

b P ()

Po(2)fi(z) = Qnj(z) = / uj(x)dp(x), j=1,2,...,r (4.12)

a

Por ultimo, una vez vista nociones basicas acerca de las Aproximaciones de Padé y sobre
polinomios ortogonales, pasemos a ver una aplicacién directa de todo en conjunto, como ya
mencionamos en la introduccién; veremos dos ejemplos, en el primero veremos la irracionalidad
de 7% y ¢(3), y finalmente, daremos una sencilla prueba de la trascendencia de e, mientras que
en el segundo probaremos la irracionalidad de una familia de nimeros algo méas complejos como
son hy(1) y Iny(2), y donde nos sera de gran utilidad todo lo relativo a los g-polinomios pequefios

de Legendre, aproximaciones de Padé simultaneas y sistemas de Chebyshev y Angelesco.
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5. Teoria la aproximaciéon y Teoria analitica de ntimeros

5.1. Introduccién

Vamos a ver ahora como muchos de los temas, antes expuestos, de la teoria de aproximacién

racionales nos permiten probar distintos teoremas de la teoria analitica de niimeros: A saber:
1. La irracionalidad de 72 ( y asi, también de 7);
2. La prueba de Apéry de la irracionalidad de ((3);
3. La prueba de Hermite de la trascendencia de e.
4. La Irracionalidad de ciertas extensiones de las series arménicas y del logaritmo de 2.
Para probar la irracionalidad de un niimero real usaremos el siguiente lema:
Lema 5.1 : Sea x un numero real. Si existen enteros p, y q. tales que
1. gnx — pp # 0 para cada n,
2. lim gz —p, =0,
n—00
entonces x es irracional.

Prueba: Supongamos que z es racional, entonces x = p/q para ciertos enteros p, q, y
1
¥ =P =7 [pan — apy] -

Pero pg, — qp, es un entero y por la suposicién 1 no es cero, asi |pg, — qpn| > 1. Pero
entonces |¢,x — pp| > 1 > 1/|q|, y ésto nos conduce a que la suposicién 2 no es posible. Asi, la

contradiccion implica que x no puede ser racional.
|

(1)

Ademss, si |2 — pn/gn| = O(1/¢E ) con 0 < s <1y g < Gyt < q;fo , entonces la medida

de la irracionalidad r(z) (nimero de Liouville-Roth)
r(z) =inf{r e R: |z —a/b] < 1/b" tiene un n° finito de soluciones enteras en (a, b)}

verifica que 1+ s < r(z) < 1+ 1/s (ver, e.g., [11], ejercicio 3 en pag. 376).

Observe que el lema implica que dichos nimeros irracionales x pueden aproximarse a través
de numeros racionales p, /g, tanto como queramos. Para cieros nimeros reales conocidos,
tales como 72, y ((3) usaremos resultados de la Teorfa de la aproximacién (aproximaciones
racionales) para construir los enteros p, y ¢, explicitamente.

Por ultimo, destacar que que para el calculo de ciertos limites se ha empleado el Teorema de

los Ntumeros primos en dos de sus versiones més conocidas,

1.
lm @) _

z—oo z/Inz

donde 7(z) es el nimero de primos menores o iguales a = € R.
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Pn
n—oo nlogn

=1

Y

donde p,, indica al primo n-ésimo.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [18].

5.2. La irracionalidad de 72

Ahora veremos cémo las aproximaciones de Hermite-Padé pueden usarse para probar la
irracionalidad de 72. Obviamente ésto implica que 7 es irracional. La irracionalidad de 7 fue

2

probada por primera vez por Lambert en 1761 y Legendre probé que m“ es irracional en su

Elements de Géometrie (1794). La siguiente prueba es una combinacién de las ideas de Beukers
[7] , Borwein y Erdélyi [13], Apendice A2, y Borwein y al. [12].

Teorema 5.1 : (Legendre) El nimero real 72/6 es irracional.

Prueba: Consideremos las dos funciones de Markov siguientes

Loy 1 d
fl(z):/o T fQ(z)z—/O log z—~

z—x z—x

Los momentos para estas medidas son

1 1 1 1
k k
/O:Bdm 1 /Oat og xdr TESEk k=0,1,3,

por lo tanto, tenemos los desarrollos

=11 > 1 1
fl(Z)—kZ:Ok_i_lzkHv fQ(Z)_kZ:oWZkH.

Aproximaremos estas dos funciones simultaneamente para encontrar los polinomios A,, B, v

C), de grado a lo més n tales que

Ap(2) = Bp(2)log(z) = O((1 — )™, 2 —1, (5.13)

AR + Ba(a) ) = Col2) =0 () 5= .14

Observe que (5.14) es un problema de aproximacién de tipo I para (f1, f2), que forman un
AT-sistema. Por otra parte , (5.13) es un problema de aproximacién de Padé para la funcién
logaritmo. Las dos ecuaciones juntas, requieren polinomios comunes A,, B, por lo tanto la
forma del problema de aproximacién de tipo II es buena. Asi, esto es una combinacién de

problemas de aproximacion de tipo I y II. Consideremos la funcion
Fn(x) = An(x) - Bn(x) log x.
El espacio vectorial generado por las funciones

{1,z,2%, ... 2" logz,zlogz,z*logz, ..., x" log z}
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sobre el intervalo [0, 1] es un sistema de Chebyshev de dimensién 2n + 2, y F,, pertenece a este
espacio. Como consecuencia, F;, tiene a lo mds 2n + 1 ceros sobre [0, 1]. La condicién (5.13)

exige que haya un cero de multiplicidad al menos n+ 1 en el punto 1, asi que Fék)(l) = (0 para

k=0,1,...,n. Por integracion reiterada, se tiene que
-1 n+1
Fo() = S / (t — )" FOHD (1)t
n! .

Para F,(LHH) vemos que el polinomio A,, desaparece y por la regla de Leibnitz

reoi =32 ("1 s

0

asi que FT(LHH)( ) = 1D ( ) con D, un polinomio de grado a lo mas n. La solucién general

de (5.13) puede escribirse como

Fo(z) = / (t — )" Da(1/1) Y

y si denotamos por E,(z) = ™D, (1/z) al polinomio opuesto, entonces tendremos que

1
Fu(z) = / (1_x/t)nEn(t)% (5.15)

Lo préximo que determinaremos son los polinomios E,, usando (5.14). Recordemos que éste es

un problema de tipo I para un AT-sistema, asi tenemos las condiciones de ortogonalidad (4.7)

1
/ [A,(x) — By(x)log z]zkdz =0, k=0,1,...,n—1.
0

ésto muestra que F), es ortogonal a todos los polinomios de grado al menos n — 1. Usando la

expresién (5.15) obtenemos

/ a:k/ (1—x/t)”En(t)7dx:0, k=0,1,2,...,n—1.
0 T

Intercambiando el orden de integraciéon vemos que
/En(t)/( —x/t)"x kdm =0, k=0,1,...,n—1.
0 0
Hacemos el cambio de variables x = ty, y ahora tenemos que
1 1
/ En(t)tkdt/ (1—y)"y*dy =0, k=0,1,...,n—1.
0 0

Esto nos hace ver que F,, es un polinomio ortogonal sobre todos los polinomios de grado a lo

més n — 1 sobre el intervalo [0, 1] respecto a la medida de Lebesgue, por lo tanto '° E, es el

Ez) =Y (Z) <”Zk> (—1)Fab, (5.16)

k=0

polinomio de Legendre

15Como ya vimos en el capitulo primero, se tiene por definicién y por la unicidad de los polinomios ortogonales
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Sustituyendo (5.16) en (5.15), encontramos que

Fue) =Y (:) (”Z’“) (—1)k/1m(1 — z/t)" L.

k=0

El Teorema del binomio aplicado a (1 — z/t)"™ nos da que

=S5 (1) (13 (5) oo [ea

k=0 j=0

Obviamente,
—logzx sik=j,

1
/ th=i=1qt = ,
T 1— .Tk_]

2
“(n n+k
Bp(z) = ( ) ( + >:rk (5.17)
=\ k k

k o) — gk
n L iy (5.18)
k J k—j
Lo que nos interesa esta en que

Ulog = 1 s
f2(1):—/0 1_$dx:kzzo<k+1)2:<(2):6.

Tenemos que tomar z = 1 en (5.14), pero esta ecuacién también contiene a f1(z), que diverge

por lo tanto,

~

para z = 1. De cualquier forma, A, (1) = 0, luego 4,(z) = (z — 1)A,—1(2), y por lo tanto

1 A, (2)fi(2) = A1 (1) lim (1~ 2) log (1 - 1> o,

z—1 z

luego la primera funcién de Markov no causa problemas. El resto en (5.14) viene dado ex-

plicitamente por

! An(x> — Bn(w) logx

Z—X

An(2)f1(2) + Ba(2) fa(2) — Culz) = /0 da,

y el polinomio C), es

Clz) = /01 (A"(Z) —An(@) _ Bul2) = Bul@)

Z—X Z—X

log x) dx.
Asi, tomando en (5.14) z =1 nos lleva a que

Bn(1)£2 —C(1) = /01 An(@) = Bulw)loge |

1—2x

y claramente



es un entero. Para C), (1) necesitamos por un lado que

2
' B, (1) — By(2) “(n n+k o
) = I og wde = log xd
/O e M ¥ . /01_;6 og wde

y por otro lado tambien necesitamos

b Ay (x) Sl n+k\ (n ;1 Vgl — ob
/0 T Z 2. ()( k ><j>(_1)k+k:—j/o I

2

Soe
Eopllen)

Tenemos que

1.5 -k
/I " dr = Hy — Hj,
0

1—=x

donde H,, = 2?21 1/7 son los niimeros arménicos, por lo tanto

(0 ()t £ (01 ()

j=0
T4k

3

M

Asi, vemos que C,,(1) no es necesariamente entero, pero si multiplicamos C,, (1) por d2, donde
d,, es el minimo comtin multiplo de {1,2,...,n}, entonces d2C,, (1) es un entero. Asf tomaremos

qn = d>B,(1) y p, = d>2C,(1), y tendremos que

12 =2 /1 Ap(x) — Bp(z) Ingdac
6 0 1—=x

an

Necesitamos estudiar la convergencia asintética de la parte derecha de esta ecuacién, de hecho

necesitamos ver que tiende a cero. Para la convergencia asintética de d,, necesitamos

Lema 5.2 : Sea d,, el minimo comun mailtiplo de 1,2,3,...,n. Entonces

limsup d/™ < e.

n—oo
Prueba: El minimo comtn multiplo de 1,2, 3,...,n viene dado por
Sﬂ' n
dn = p11p§2 e 'pw(;))’

donde p1, p2, ... son los nimeros primos, m(n) es el nimero de primos menores o iguales que
n, y sx es el mayor exponente de py en la factorizacion de cada niimero m < n. En particular

ésto significa que p;* < n, luego d,, < n™(™ y asf

drlz/n < nTr(n)/n _ elognw(n)/n‘

Y por el Teorema de los ntimeros primos

m(n)

3

VY
n—oon/logn
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asi se tiene que lim sup d,ll/ " <e.
n—oo

O

Pero usando una cota inferior dn, > p1p2 - Pr(n) Y €l Teorema de los ntiimeros primos en la

forma

lim —2r -1
n—oo 1 logn

se puede probar también que lim inf dl/ ™ > e, as{ tenemos que hrn dl/ " = e. De cualquier
n—oo

forma para nuestros propésitos el lema 5.2 nos basta.

Para la parte restante de la parte derecha usamos (5.15) para hallar

/OlAn(x)—l_x( g // l_x/tnE<)it1d_xx

donde F,, es el polinomio de Legendre. Intercambiando el orden de integracién, obtenemos

/OlEn()/Ot(l—x/t ld_“"xcf //E I )ddt

donde hemos usado la sustitucién x = yt. Usando la férmula de Rodrigues para los polinomios

de Legendre

dx

e integrando por partes n veces, se tiene que

/01 An(x)—li gz // ”t"l:yt)ﬁl—t) it

Esta integral es positiva, asi que qn%Q — pn # 0 para todo n. Ademds, un célculo sencillo nos

En(z) = % <d>nxn(1 o), (5.19)

da que

max
0<y,t<1 1—yt

-y -1 (ﬁ—l)S
)

Finalmente, usando el lema 5.2, se tiene que

2 1/n 5
5—1
Mm g —q,| < e V5 — 0,66626... < 1,
—oo | 6 2
por lo tanto qn%z — pn — 0. Asf, la irracionalidad de 72/6 se tiene por el lema 5.1. 0
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5.3. La irracionalidad de ((3)

Continuando con la misma linea que hasta ahora, veremos una prueba de la irracionalidad
de ¢(3) usando una aproximacién de Hermite-Padé. La irracionalidad de ¢(3) fue anunciada
por R. Apéry en 1977 (su prueba fue presentada en [4]), y mas tarde Beukers [7] vié como la

prueba de Apéry iba en la direccién de la idea en las aproximaciones de Hermite-Padé.
Teorema 5.2 : (Apéry) El niumero ((3) es irracional.

Prueba: Consideremos las tres funciones de Markov siguientes

U oda ! dx L[t 5 dx
ho= [ 2w == [ et e = [ et

Los momentos de estas medidas son

/1 kq 1 /1 ¥log xd 1 1/1 klog? zd 1
rar = o——, — T Tadr = ——, T rdr = —,
) kt1 . & k+12 2/, & (k+ 1)

asi, en particular, f3(1) = ((3), el cual es el niimero que nos interesa. Nétese que (f1, fa, f3) es

de nuevo un AT-sistema. El problema de aproximacién es ahora

An(z) = O(z—-1), z—1 (5.20)
MR+ BDAE) -C) = 0 )s 2o (5.21)
MERE) 28,5 - Dul) = 0 S). 2o (5.22)

donde A, By, Cy, D, son polinomios de grado a lo mas n. La ecuacién (5.20) significa que
Apn(1) = 0, asi que A, tiene un cero en 1. Esto es de nuevo necesario, ya que esto significa
que A,(z)f2(z) es cero cuando z = 1. Buscamos una aproximacién de ((3), pero tomando
z = 1 en (5.22) se tiene que 2B,(1)((3) — Dy(1) en la parte izquierda, e investigaremos el
comportamiento asintético de esta cantidad. Nétese ademds que tanto (5.21) como (5.22) son
un problema de tipo I, para los sistemas (f1, f2) v (f2, f3) respectivamente. Estos dos problemas
combinados forman un problema de aproximacién de tipo II con denominador comun el par
(An, By).

Las condiciones de ortogonalidad de estos problemas de aproximacién de tipo I son
1
/ [A,(x) — By(z)logz]a¥de = 0, k=0,1,2,...,n—1 (5.23)
0
1
/ [A,,(2) — Bp(z)log z]z* logzdz = 0, k=0,1,2,....,n—1 (5.24)
0

Teniendo en mente la prueba de la irracionalidad de 72/6 = ((2), escribimos que

dt

1
Fulw) = Ao(a) - Bu()loga = [ Eu(a/0E.(0)7

donde E,, son de nuevo los polinomios de Legendre (5.16). En realidad, ésta es una funcién

sobre el espacio vectorial generado por

{1,z,2%, ..., 2" logz,zlogz, 2% logz, ..., z" log z},
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la cual es cero suando x = 1, asi que A, (1) = 1. Ademas, intercambiando el orden de integracién

/ /E (z/t)En(t)— dm—/OlEn(t)/OtEn(a:/t)xkdxC?.

Ahora sustituimos x = yt, quedandonos

1 1 1
/ F(x)xFdz :/ En(t)tkdt/ E,(y)y*dy,
0 0 0

la cual es cero para k = 0,1,...,n—1 por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre. Esto

se tiene que

nos asegura (5.23). Analogamente,

lxkOZU ' a dt.’l?_ 1 t X l’koxi'@
/0 loga [ Bula/0Bu(0)d /OEn@)/OEn(/t) log e

El cambio de variables * = yt ahora nos da

1 1 1
/ F(z)a" log xdx = / E,(t)tF / E.(y)y" (logy + log t)dydt.
0 0 0

Esta dltima doble integral es simétrica en y y t asi, es igual a

1 1
2 / E,,(t)t* log tdt / En(y)y"dy,
0 0

y de nuevo es cero para k =0,1,...,n—1 por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre.
Luego podemos dar una férmula explicita para F,(x). Usando la expansién explicita de los

polinomios de Legendre E,,, se tiene que

L0 () () s

por lo tanto B,, lo obtenemos cuando k = j

n 2 2
Bn(ay):z<:> (”Zk> ", (5.25)

k=0

y A, lo obtenemos del resto

£ QO o

R

Obviamente B, (1) es un entero. Pero, necesitamos conocer D, (1) también. Ahora bien,

Dy(z) = —/01 wlogwdw —I—/ B—B(glj)log2 xdz,

Z—x Z—X

asi, para D, (1) necesitamos por un lado

2 2
Bu(2) — Bu(x) “(n n+k Ti—ak
1 = E 1
/ P og? zdx (k') ( & ) /0 T2 og” xdx
2




y por otra parte necesitamos también que

1 n n . _1\k+J 1.k _ 7
/An(x)logxdxz E E " n ntk n—i.—] ( ,1) /x ’ log xdzx.
ol—=z 0 ;o k J k J J—Fk Jo 1-=

ik

Ahora,

1k _ .4
e loga:dx:H(z)—H@),
o 1 g !

— X

donde H = Py 1/52, por lo tanto

. 2 2
n+k\ (n+] (_DWH,E’—H]“
k j ji—k

ésto no es necesariamente un entero, pero si lo multiplicamos por d3, donde d,, es el minimo
comtn multiplo de 2, 3, ..., n, entonces d3 D, (1) si es un entero. Por lo tanto tomando ¢, =
2d3 B, (1) y p, = d> D, (1), entonces

o = & /1 A, (s) — Bp(s)logs
" n 0 1—8

anC(3) — log sds.

Lo usaremos para ver que la parte de la derecha tiende a cero.

Pero usando la expresion

An(s) — Bu(s) log s = / 8 En<s/y>En<y>dj,

donde E, son los polinomios de Legendre de grado n en [0, 1], vemos que cambiando el orden

de integracién
LA, (s) — Bu(s)1 1 d
/ (5) (s)log s logsds = / / %% g E,(s/y)En(y )ds—y
0 )

1-—s
B log zy
- //1_xy B (y)dedy,

donde la dltima igualdad se llega usando la sustitucién s = zy. Ahora, usamos

/1 dv __logu
o I—(1—wpv  1-u

para ver que

1 . 1 1 1
/ An(s) Bn(S) IOgS IOg sds = _/ / / Mdgjdydv
0 1-s o Jo Jo 1—(—ayv

Usando la férmula de Rodrigues (5.19) e integrando por partes encontramos que

/01A() B()logs o sds = /// - 1jxr;)nﬁ+(1)dxdydv
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Para la integral sobre v € [0, 1], usamos el cambio de variables

1—vw

°T 1—(1—ay)’

encontrando que

/// [1— 1_n:cy) [t ddydv—/// 1_1:1;E()dxdydz

entonces usando la férmula de Rodrigues e integrando por partes se tiene que

/01 An(s) —1 = By (s )logs / / / [zyz i:xl _:l;y))](i; Z)}ndmdydz.

Cémo un ejercicio de calculo, tenemos que

i W=D =2) 5

0<z,y,2<1 1—(1—-2y)z

< 4n
< /// T l—xy ————dxdydz

= (V2-1)"2¢(3)

por lo tanto

/1 Ap(s) — Bp(s)logs
0

1—s

log sds

Asi
1/n

< 63(\/5— 1)4

/1 A, (s) — Bp(s)logs
0

T log sds

lfm sup g, ¢ (3) — pa| /™ lim sup d3/™

n—oo n—oo

donde hemos usado el lema 5.2 en la 1ltima desigualdad. Observe que
(V2 —-1)t=0,591263... < 1

por lo tanto se tiene que ((3) es irracional usando el lema 5.1. 0

5.4. La trascendencia de e

La aproximacion racional simultanea de Hermite-Padé fue introducida por Hermite. El
di6é un ejemplo muy importante de un sistema completo de funciones para las cuales todos los

indices relevantes (n,m) para la aproximacién de tipo II cerca del origen eran normales. Para

un sistema (f1, ..., fr) dados por series de potencias formales alrededor de z = 0
o
E : k
Z) = Ck,jz )
k=0
y para los multi-indices n = (n1,ne,...,n,) y m = (mi,ma,...,m;), la aproximacién de

Hermite-Padé de tipo II (n,m) alrededor del origen es de la forma

Qn(2)fj(2) = P, (2) = O™, 2 =0,

donde @, (z) es un polinomio de grado < [n| = ny+mng+---+n, y Pp;son polinomios de grado

a lo mas m;. Son de especial interes los indices de Mahler para los cuales

ny+mi=ng+mg=---=n.+m, =|n|+ N, N > 0.
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Un indice (n,m) es normal para un sistema (fi, fa, ..., fr) si el grado de Q,, es exactamente |n|
y cada polinomio Pp,; tiene grado m;. Un sistema (f1,..., f;) es completo si todos los indices
son de Mahler y son normales. Hermite consider el sistema (e*1%, e*2%, ..., e?®), donde Aj son
nimeros complejos no nulos tales que A; # A; cuando i # j, y probd que tales sistemas eran
completos. De hecho, las aproximaciones racionales pueden darse explicitamente en términos
de un polinomio

T(x)=aN(x—A\)" - (z— \)™

de grado |n| + N con
Qn(z) _ Z|n|+N+l/ T(x)e—zxdx

0

o 00
ij (Z) — e>\jzz|7’b|+N+1/>\ T(:U)e_zxdx — z|n|+N+1/O T($ + )\j)e_Zydy.
1

Para ver que efectivamente éstos son polinomios, invocamos el resultado

k_—zx .
e *tdr = ——
/0 Zk+1

Asi que @), es un polinomio de grado |n| y Py,; un polinomio de grado In| + N —nj; =m,.
Ademsis .
j
Qn(2)eN* = Py, = eAjzz”HN*l/o T(z)e~* dx = O(zM+N+1),

Hermite usé este resultado para probar la trascendencia de e.
Teorema 5.3 : (Hermite, 1874) El numero real e es trascendente.

Prueba: Supongamos que no lo es, entonces e es un nimero algebraico, lo cual significa que

existe un entero positivo n y enteros ag, a1, ..., a, tales que
ag +aje + a262 + - Fape” =0. (5-27)
Podemos suponer que ag # 0. Consideremos el sistema de funciones (e?,e??, ..., e"?), entonces

sabemos que este sistema es completo. Usaremos las aproximaciones de Hermite-Padé en torno

al origen para este sistema y lo evaluaremos en z = 1. De hecho, usaremos los ntimeros

M = / t(x)e “dx,
0

M, = ek/ t(x)e “dx,
k
k

€ = ek/ t(z)e “dx,
0

donde
1

con p un nimero primo, p > n y p no divisor de ag. Observe que M}, + €, = Me”. Si multipli-

1) = (@ = 1)@= 2) (= )P,

camos (5.27) por M entonces tenemos que
0= Mag+ (a1 My + agMy + - - -+ " M,) + (a1€1 + agea + -+ + anéy). (5.28)

51



Podemos desarrollar el polinomio £ como
-1

Ho) = 2 ((1)”P(n!)1’ £ xk> ,
(p—1)! ,; *

donde ¢, son enteros. Ademas,

—_1\w(p\P [0 np 0
M = 7( )*7(n) / :Up_le_xd:v—l—zick ‘/ P2y

(p—1)! —
w1 xm . (E+p—1)
= (=1)"(n!) +ch((p_p1)!)7

k=1

y cada término en la suma para k > 1 es divisible por p, pero el término constante (para k = 0)
no lo es. Por lo tanto el entero Mag no es divisible por p. De la misma forma, podemos de

sarrollar el polinomio t(x + k) para 1 < k < n como

2P np—1
_ ¢
tx + k) = =1 ez_% Ch 0%

donde todos los ¢y son enteros, asi que

np—1

e _ (p+0)!
M:/ t(x + k)e *dx = E Chpr—,
o ( ) s “o -1

y cada término en la suma ahora es divisible por p. Por lo tanto la suma ay M7 + ao Mo+ - - - +
an M, es divisible por p. Luego podemos concluir ahora que el entero Mag + (a1 My + agMs +

-+ + apM,) no es divisible por p y por lo tanto no puede ser cero, queriendo esto decir que
|Mao + (a1 My + aaMa + - - - + a, M,)| > 1. (5.29)
Por otra parte, podemos usar la estimacién
t(x)] < 0™/ (p-1),  0<z<n,

para ver que
ler| < ekn"p+p_1/(p -1 1<k<n,

y por lo tanto cada € tiende a cero cuando p tiende a infinito. Esto, junto con (5.29) es una

contradiccién con (5.28). Asi podemos concluir que e es trascendente. 0
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5.5. La irracionalidad de h,(1) y In,(2)

Como ya hemos mencionado en el capitulo 2, seccién 2.3, muchas funciones especiales
importantes, en particular las funciones hipergeométricas, tienen g-extensiones, obtenidas gen-
eralmente por sustitucién de los simbolos de Pochhammer (a), = a(a +1)---(a +n — 1) por
sus g-andlogos (a;q), = (1 —a)(1 —aq)(1 — ag?®)--- (1 — ag"'). Donde

lim L5 Dn
¢—1 (1 —q)"
Generalmente se recupera la funcién especial original de su g-extensién haciendo tender ¢ — 1.

Nuestro interés en este apartado es la g-extension de la serie armonica siguiente

hy(1) = —_ = — O<g=-<1, 5.30
y del logaritmo natural de 2
oo o
(-1)F & (—g)f 1
In,(2) = = , O0<g=-<1 5.31
p( ) ; pk -1 ; 1— qk: p ( )

En 1948, Paul Erdés [15] probé que hg(1) era irracional. Peter Browein [9], [10] vié que h,(1)
(y otros numeros similares) eran irracionales para cada entero p > 1 y tambien demostré la
irracionalidad de In,(2) para cada entero p > 1. El utiliz6 técnicas de aproximacién de Padé y
el andlisis complejo para obtener una buena aproximacién racional para h,(1) y Iny(2).

Recientemente Amdeberhan y Zeilberger [2] encontraron ¢-WZ pares para encontrar aproxima-
ciones racionales para hy(1) y In(2), mejorando la cota superior de la medida de irracionalidad
a 4.8=24/5. Aqui veremos que estas aproximaciones racionales estdn relacionadas con los g-
polinomios pequenos de Legendre y por lo tanto volvemos a las aproximaciones de Padé. Pode-
mos usar entonces algunos resultados de los g-polinomios pequenos de Legendre para probar
la irracionalidad una vez mds, pero con una mejor cota para la medida de irracionalidad para
hp(1). La conexién con los g-polinomios pequenos de Legendre abren un camino para probar la
irracionalidad de g-extensiones de ((2) y ((3) en el espiritu de Apéry [4], usando g-polinomios

ortogonales multiples [27].

5.5.1. Las series g-armodnicas

Supongamos que p es una medida positiva sobre la recta real con un soporte infinito y para
la cual existen todos sus momentos. Si P,(z) (n =0,1,2,...) son polinomios ortogonales para

W, i.e., P, son de gradon y

/ Po(@) P(@)du(@) =0, m #n,

y si @, son polinomios de grado n — 1 dados por

Quie) = [ DD g (5.32)

entonces como ya hemos visto,

dp(z), 2 & sop(p). (5.33)



Si desarrollamos 1/(z — z) entorno a z = co como

1 & 1

r— Ozk’"‘l My —x

entonces por la ortogonalidad se tiene que

zn Z—T

P - Qo) = % | Eu@)r () = 012,

Esta es precisamente la forma (linealizada) de las condiciones de interpolacién en torno a z = oo
para la aproximacién de Padé, asi que @, (2)/P,(z) es la [”T_l] aproximacion de Padé para
f(2) cerca de z = oo.

Para los ¢g-polinomios pequenos de Legendre la medida p tiene como soporte
{¢" k=0,1,2,...},

que es un conjunto acotado en [0, 1] con 0 como punto de acumulacién. La medida viene dada

por
o
[ ot@ut) =" od e
k=0
La funcion de Stieltjes para esta medida es
dp(r) <~ ¢ — 1
f(z):/z—xzzz—qkzzzﬂc—l’ z & sop(p). (5.34)
k=0 k=0
Necesitaremos esta funcién en p”, donde ésta vale
00 1 n—1 1
=3 T hp(1) = T (5.35)
k=0 k=1

Por lo tanto si p > 1 es un entero, luego f(p™) nos da h,(1) ademads de Z;% 1/(p* —1), el cual
es un nimero racional. Ahora usamos (5.33) para los ¢g-polinomios pequenos de Legendre para

z = p" encontrando

n—1
Pu(p"lg) < e )—Qn(pnlq Z (g ’q q*. (5.36)

k=1 k=

Nétese que (2.59) nos da

n+k

n

n

P.(p"q) = [
k=0 k P

el cual estd cerca del b, encontrado en [2], p.277 (su b, corresponde a P, (p"*!|q)). Observe

(—1)Fpht=1r2, (5.37)
P

también que la construcciéon de Borwein (Lema 2 de [13]), usa P,_1(cp™!|q). Los niimeros

il
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son polinomios en p con coeficientes enteros, los cuales nos conducen de una manera facil a la
g-versiéon de las identidades del tridngulo de Pascal

nl n—1 4ok n—1 B n—1 g n—1
Bl T =1 TP k| T ok L P
p p p p p

n+k

n
Por lo tanto si p > 1 es un entero, luego [k’] y son enteros. Esto significa que (5.37)

nos lleva a que P,(p", ¢) es un entero. Ademds, como p™ > 1y todos los ceros de P, (x|q) estan
n [0,1], podemos concluir que (—1)"P,(p"|q) es positivo para todo n. La segunda cantidad
importante en (5.36) es @, (p"|q). Estos ¢-polinomios pequenos de Legendre pueden calcularse

explicitamente usando (5.32) y vienen dados por

Qulzlg) =Y Po(xlq) — Pa(d’]9) ;.

x — q)
=0 4

Usando (2.66) los podemos escribir como

ax- |n| |ntk k) (n — (g1 )k — (@)
On(zlq) = (—1) Z (_1)kp( k)( k+1)/2z — 7.
izo L k = T
= P p j=0
Ahora usaremos que
(973 9)k — (qy; 9 .
s ==Y d(ay e (T ks,
/=1

la cual se puede probar por induccién; entonces obtenemos que

Qn(zlq) = "HZ[
p
qu £+1 k[Zq] j+1 .

Usando las series ¢g-binomiales de (2.64) podemos calcular los momentos modificados

fo's) 4 ' 0 '(qf.q),
> (@) = (q;q)HE q]%’q)?
q; J

n+k (_1)kp(n7k)(nfk+1)/2

=0
_ (& q)eq(q“l,q)
4 9)oo
o (¢:9)
1—q€
asi que
k
n+k R ¢ q)r—e
Qulalg) = ”“Z[ (-1)fptrhinken/2 3 pz_f’“ (5.38)
(=1

Evaluandolo en z = p™ y usando que

l+1, n, n—k

(@ P k-0 = (" 5 P)k—r,
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nos da que

Qn(®"lg) = (-1)"H! Z [

Todos los términos de la suma de @Q,(p"|q) ahora son enteros, excepto los que tienen como

k n—k
n+k (—1ykp(n—h)n—k+1)/2 (p (5.30)

- P~

denominador p’ — 1. Para obtener un entero, necesitaremos multiplicar todo por un multiplo
de p —1 para £ =1,2,...,n. La eleccién éptima deberfa ser tomar el minimo comin multiplo
de tales nimeros

dy(n) = mem(p —1,p* — 1,p> —1,...,p" — 1), (5.40)

pero desafortunadamente no se sabe mucho sobre esta cantidad. Otra posibilidad es tomar
(=1)™(p, p)n, pero este nimero es demasiado grande; de hecho crece como p™"*+1/2 cuando
n — o0. Un factor ttil es

n

P ) o ED"pe ey | P ,
dp( )—k:[nH/Q]H(p’“ V= 0 prg ’ [[H/Q]L(p,p)[(nm/zw (5.41)

donde [n/2] es la parte entera de n/2. En efecto, si k > [n/2] entonces p* — 1 estd en el producto
definido d,(n) y por lo tanto lo divide. Si k < [n/2] entonces p* — 1 divide a (p; P)i(n+1)/2 Y
por lo tanto tambien divide a dp(n) ya que el coeficiente g-binomial es un entero. Nétese que
7 3n2/8

d,(n) crece como p cuando n — oo.

Llegamos mas lejos aiin, encontramos que los ntmeros

bn = dy(n)Pu(p"lq) (5.42)
n—1

i = Qa0 b Y (5.43)
k=1

son enteros y

buhy(1) — an = dy(n ) (5.44)

Veamos ahora que b,hy,(1) — a, # 0 para todo n y

lim byhy(1) —a, =0,

n—oo

asi por el lema 5.1 tendremos la irracionalidad de hy,(1). Primero notemos que

>\ Pu(¢"|q) k_ iPn ’“!q p \Q)qk
_ qk :
= pr—q (" Iq —

Si sumamos y restamos P, (¢"|q) en la suma, entonces tenemos que

= Pu(d¥lq) 2 (0"q) — Pa(q"|q) - P2(q !q .
Yoodt = Z — Z

T
=" —q plqk P"—q p\qk

La primera suma de la derecha se anula debido a la ortogonalidad, asi que

buhp(1) — ay = Z ’;” N |qq J (5.45)




Todos los términos en la suma son ahora positivos, y (—1)F,(p™|q) es positivo para todo n,

asi podemos concluir que
(=1)"(bphp(1) —an,) >0, n=1,2,...
Veamos ahora que esta cantidad converge a cero. Claramente p™ — 1 < p™ — ¢* < p" asf que
1 & 2/ k k OOP2(qk\CI)k 1 - 2/ k k
I;ZPn(q )g" <) e S > Pd"la)d".

Ahora podemos utilizar la norma del g-polinomio pequenio de Legendre (2.54) para encontrar

p2n+1 -1 — pn _ qk — (pn _ 1)(p2n+1 _ 1) : :

Lo que nos queda es demostrar el comportamiento asintético de P,(p"|q) cuando n — oo.
Para esto podemos usar un teorema muy general para secuencias de polinomios con ceros

uniformementes acotados.

Lema 5.3 : Supongamos que P, es una secuencia de polinomios monicos de grado n y que los
ceros T (1 < j <n) de P, son tales que |z;,| < M, con M independiente de n. Entonces se
tiene que para |x| > 1 y cada c € C
ltm |P,(ca™)|V/"" = |z, (5.47)
n—oo

Prueba: La factorizaciéon del polinomio P, viene dada por

|Pal@)| =[] o = 2
j=1

Y tenemos la siguiente acotacion
|z = M| <z — x| <]+ M,

por lo tanto

llez™| = M|" < [Po(ca™)| < (lex”| + M)™.
Para un n suficientemente grande se tiene facilmente que

M 1/n L M 1/n
_ = / il
o (e = 2" < e < 1+ )

con lo que el resultado queda demostrado.

O

Observe que podriamos dejar que M creciese con n exponencialmente. Para los ¢g-polinomios

pequenos de Legendre, sus ceros estéan en [0, 1] asi que podemos usar el lemma con M = 1. El
2n

] p~ M +t1)/2 - deduciendo
P

coeficiente lider k,, de P,(x|q) es, por (2.59), igual a k,, = (—1)" [
n

que
3 2
Jim_ [ =,

y por lo tanto el lema 2 nos dice que si |z| > 1y ¢ € C entonces

Itm | P, (ca”|q)|Y™ = /p |al. (5.48)
n—oo
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Teorema 5.4 : Supongamos que p > 1 es un entero. Sean a, y b, como en (5.42)-(5.43),
entonces an € Z, (—1)"b, € N, y (—=1)"(bphp(1) — an) > 0 para n > 1. Ademds

Hm [bphy(1) — an|V/™ = p~9/8 < 1,

lo cual implica que hy(1) es irracional con medida de irracionalidad r tal que 1,6 < r <
2,666 . ...

Prueba: Si tomamos z =py ¢ =1 en (5.48) entonces tenemos que
lim P, (" ||/ = "7,
n—oo

asi que para el entero b, de (5.42) se tiene que

lim_ [, |V = p!®/%.
n—oo

Observe que b, tiene el mismo signo que P, (p"|q) el cual es (—1)". Ademas (5.45) y (5.46) nos

muestran que

, n2 limy,— oo dy(n) /™ _
hm |bnhp(1) o an|1/ = — p(n) 1/n2 =p 9/8.

La irracionalidad ahora se tiene por el lema 5.1. Obsérvese que esto da una aproximacion por

racionales a, /b, para h,(1) satisfaciendo

an | 1
b= 32| =0 (e
para cada € > 0. Ahora b, = p15”2/8+0(”2), por lo tanto

Gn

(1) = 3

1
:O<b1+3/5—6>7 V6>O,

lo cual nos da cotas para la medida de la irracionalidad 14+ 3/5 <r <14 5/3.

a

La cota superior para la medida de irracionalidad es mejor que la dada en [2] (4.8). Una mejora
se consigue reemplazando d,(n) por dy(n) dada en (5.40), pero entonces se necesita conocer

. , 2
una cota superior para limsup,, dp(n)l/ ™", Claramente

lim sup d]g(n)l/n2 < lim a?p(n)l/n2 =p*/8,

n—00 n—00

pero es posible que limsup,,_, . dp(n)l/ n? = p¢ para cierto ¢ < 3/8. Este es un problema
abierto de interés independiente. Este problema consiste en dado p — 1 ver el comportamiento
del minimo comun multiplo d,, de los enteros {1,2,3,...,n} para los que se tiene

lim dY/" =e,

n—oo

el cual es equivalente al teorema de los niimeros primos.
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5.5.2. El g-analogo del logaritmo de 2

Ahora veremos que un andlisis similar también prueba la irracionalidad de In,(2) para cada

entero p > 1. Antes de nada reescribiremos lnp(2) usando series geométricas

) oo
hlp Z q _kz k kzqﬂc
1

k=1

El teorema de Fubini nos permite cambiar el orden de los sumatorios siempre que 0 < g <1y

nos da que
o o )
np(2) = YD (~1)fg*0FY
§=0 k=1
i gt
- j+1
Jj=0 1+d
- -y
- k
k=1 P+ 1
Por lo tanto si podemos evaluar la funcién de Stieltjes (5.34) para z = —p" entonces tendremos
que
[ee] 1 n—1 1
N .
f(=p") = _gpnﬂf—i—l —lnp(2)+kz_0pk+1a

asi que f(—p") nos da In,(2) junto con el nimero racional ZZ;% 1/(p* 4+ 1). Podemos proceder
como en la seccién anterior y evaluar (5.33) para los g-polinomios pequenos de Legendre en
z = —p" para encontrar

n—1

) 1 nn s Paldfla)
P (=p"l) <1np(2) +}§)pk+l> @) = —kgowq '

Aqui podemos usar (2.59) para ver que

Po(=p"q) = [Z

k=0

n+k
k

vk (n—k) (n—k+1)/2 P —¢
p( 1)Fp Z p—l ;

ast que d,(n)Q,(—p™|q) es un entero. Ahora tenemos la cantidad adicional
k
k=0 PP+l

y para hacer que éste sea un entero deberfamos multiplicarlo por un multiplo de p* 4+ 1 para

k=0,1,2,...,n—1. Nosotros usaremos (—1)"(—1;p), el cual crece como pn2/2. Asi, si elegimos
bn = (=1)"(=1;p)ndp(n) Pa(—p"]a), (5.35)
an = (=1)"(=L:p)ndy(n)Qu(~p"la) - (5.36)
k=
entonces a, y b, son enteros y
o Pald¥la) .
bpIny,(2) — an, = (—1)"( ) 5.37
o(2) (=)™ el (5.37)

kO
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Teorema 5.5 : Supongamos que p > 1 es un entero. Sean (ay) y b, como los dados en (5.35)-
(5.36), entonces a, € Z, b, € N, y b, In,(2) — an, < 0. Ademds

lim [by, Iny(2) — ay|
n—oo
asi Iny(2) es irracional y su medida de irracionalidad satisface
1,263 --- < r(Iny(2)) < 4.8.
Prueba: Usando ¢ =1y x = p en (5.48), entonces
. 1/n? _ 19/8
nhj& by, p e

Ademsds, tenemos que

o0 o0
P, (q* \q k 1 3 P2(qd"q) 4
Y o Gd = q

Le—pr—qi"  Pu(=p"q) o 0t —

yp" < p" + ¢ < p"+1 para cada j, que combinado con (5.37) implica

(=1)"(=1;p)ndp(n) ptt
Pn(—p"q) (p" + 1)(p> ! —1)

< —(bpIny(2) —ay)

(—1)"(=L;p)ndy(n)  p
S T ROpl T

A través de esto podemos encontrar los comportamientos asintéticos necesitados y la irraciona-

lidad y entonces aplicaremos el lema 1. Observe que b,, = p19”2/ 8+o(n?) y

an 1
’1np(2)_l),rl’:(9<[)1""5/w_5>’ v€>0,

lo cual nos da cotas para la medida de irracionalidad 1 +5/19 <r <14 19/5.
U

La cota superior para la medida de irracionalidad es la misma que la obtenida en [2]. Esta
puede mejorarse reemplazando (—1)"(—1;p), por el minimo comin miiltiplo de p* + 1 para
k=01,....n—1y dp(n) por el minimo comin mitiplo de p* — 1 para k = 1,2,...,n, se

2

puede encontrar el comportamiento asintotico de las raiz n°-ésima de estas cantidades.

60



Referencias

[1]

[12]

[13]

[14]

[15]

R. Alvarez Nodarse, Polinomios Hipergeométricos y q-Polinomios, Monografia de la Acad.

Cienc. de Zaragoza, 1999.

T. Amdeberhan, D. Zeilberger, q-Apéry irrationality proofs by q-WZ pairs. Adv. Appl.
Math. 20, 1998, p.275-283.

M.A. Angelesco, Sur deux extensions des fractions continues algébriques, C.R. Acad. Sci.
Paris 18, 1919, p.262-263.

R. Apéry, Irrationalité de ((2) et ((3). Astérisque 61, 1979, p.11-13.

N.M. Atakishiyev, M. Rahman y S.K. Suslov, On classicla orthogonal polynomials. Constr.
Approx. 11, 1995, p.181-226.

G. A. Baker, JR., P. Graves-Morris, Padé Approzimants. Cambridge University Press,
1996.

F. Beukers, A note on the irrationality of ((2) and {(3). Bull. London Math. Soc 11, 1979,
D.268-272.

S. Bochner, Uber Sturm-Liouvillesche Polynomsysteme. Math. Zeit. 29, 1929, p.730-736.

1
qt+r

P. Borwein, On the irrationality ofz . Number Theory 37, 1991, p.253-259.

P. Borwein, On the irrationality of certain series. Proc. Cambridge Philos. Soc. 112, 1992,
p.141-146.

J. M. Borwein, P. B. Borwein, Pi and the AGM - A Study in Analitic Number Theory and
Computational Complezity. Wiley, New York, 1987.

P. B. Borwein, W. Dykshoorn, T. Erdélyi, J. Zhang, Orthogonality and irrationality,

manuscript.

P. Borwein and T. Erdélyi, Polynomials and Polynomials Inequalities. Springer-Verlag,
Berlin, New York, 1995.

C. Brezinski, “Padé-Type Aprozimation and General Orthogonal Polynomials”. Birkh&user
Verlag, Basel - Boston - Stuttgart, 1980.

P. Erdos, On arithmetical propierties of Lambert series. J. Indiana Math. Soc. 12, 1948,
p.63-66.

G. Gasper y M. Rahman, Basic Hypergeometric Series. Encyclopedia of Mathematics and
its Aplications 35, Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

A.A. Gonchar, E.A. Rakhmanov, and V.N. Sorokin, Hermite—Padé Approximants for sys-
tems of Markov—type functions, Sbornik Mathematics 188:5, 1997, p.33-58.

61



[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[25]

[26]

[27]

G.H. Hardi and E.M. Wright, Introduction to the Number Theory. Oxford University Press
(5th Edition), Oxford, 1979.

R. Koekoek y H.G. Meijer, A generalization of Laguerre polynomials. SIAM J. Math.
Anal. 24 (3), 1993, p.768-782.

R. Koekoek, R. F. Swarttouw, The Askey-scheme of hipergeometric orthogonal polynomi-
als and its g-analogue. Faculty of technical Mathematics and Informatics Report 98-17,
Technical University. 1998. Available at
ftp://ftp.twi.tudelf.nl/TWI/publications/tech-reports /1998 /DUT-TWI-98-17.ps.gz

Tecnical Report Guide to Standart MATHEMATICA Packages. Version 2.2.
(Third Edition 1993 ©by Wolfram Research).

A.F. Nikiforov, S.K. Suslov y V.B. Uvarov, Classical Orthogonal Polynomials of a Dis-
crete Variable. Springer Series in Computational Physics. Springer-Verlag, Berlin, 1991.
(Edicién en ruso, Nauka, Mosct, 1985).

A.F. Nikiforov y V.B. Uvarov, Polynomial Solutions of hypergeometric type difference
Equations and their classification. Integral Transform. Spec. Funct. 1, 1993, p.438-462.

A F. Nikiforov y V.B. Uvarov, Special Functions of Mathematical Phisycs. Birkhauser
Verlag, Basilea, 1988.

E.M. Nikishin, On simultaneous Padé approximants, Mat. Sb. 113, 1980, p.499-519. (Math.
USSR Sb. 41, 1982, p.409-426).

E.M. Nikishin, V.N. Sorokin, Rational Aprozimations and Orthogonality.
Amer.Math. Soc., Providence, Rhode Island, 1991.

W. Van Assche, Multiple orthogonal polynomilas, irrationality and trascendence, Continued
fractions: from analytic number theory to constructive approximation (Columbia, MO,
1998), Contemp. Math., 236, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1999, p.325-342.

W. Van Assche, Little q-Legendre polynomials and irrationality of certain Lambert series,
1999. Article.

W. Van Assche, Special Functions and Differential Equation. (K. Srinivasa et al.eds.) Allied
Publishers, New Delhi, 1998, p.336-355.

62



